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Resumen

El campo de las estructuras de datos compactas ha ganado importancia en los
ultimos anos no solo por permitir almacenar y operar con una mayor cantidad de
datos, sino también por permitir hacerlo en dispositivos con memoria limitada. Un
ejemplo de esto es la representacion de Ferres et al. para planar embeddings. En esta
memoria de titulo se explora el efecto que tiene en la eficiencia de las consultas la
topologia de los arboles usados en la construccion de dicha estructura de datos. Los
resultados obtenidos en la evaluacién experimental muestran que se puede mejorar la
velocidad de las operaciones entre un 20 % y un 50 % respecto a la propuesta original
al usar arboles de menor altura.
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1. Introduccion

La capacidad de los computadores de procesar y almacenar informacion ha crecido
exponencialmente con el pasar de los anos. Sin embargo, el volumen de datos gene-
rados y capturados por la humanidad igualmente estd creciendo exponencialmente
e incluso a tasas mayores que la tecnologia, lo que ha motivado el surgimiento de
técnicas de procesamiento y almacenamiento de datos més sofisticadas. Una de las
soluciones existentes es a través de las estructuras de datos compactas [15], las cuales
reducen el espacio utilizado para almacenar ciertos datos, a la vez que proveen so-
porte para ciertas operaciones, aunque generalmente con un trade-off entre espacio
y velocidad en las operaciones.

Esto es importante no sélo por el crecimiento en la generacion de datos, sino tam-
bién, porque cada vez se trata de procesar datos en dispositivos mas pequenos, pero
cercanos a donde los datos son producidos; esto es el caso en el paradigma edge com-
puting [5], debido a que la tendencia es a utilizar dispositivos mas portables y con
capacidad limitada de almacenamiento como lo son celulares inteligentes, sensores
para IoT o wearables. Las estructuras de datos compactas ya se han utilizado exito-
samente en dominios tales como Sistemas de Informacion Geografica, bioinformatica,
recuperaciéon de informacion, por nombrar algunos ejemplos.

Reducir el espacio tiene como consecuencia que es posible trabajar con la estructura
a niveles en la jerarquia de memoria que se encuentran mas préximos al procesador, lo
cual no se limita a pasar desde disco a memoria principal, sino que se puede extender
incluso a pasar desde memoria principal a algin nivel de caché. De esta manera, es
posible en la practica compensar el trade-off, pudiéndose hasta lograr operaciones
méas rapidas que con métodos convencionales, considerando las limitaciones actuales
de hardware. Los ejemplos mas satisfactorios se han logrado al ser capaces de situar
en memoria principal, estructuras que antes solo se podian ejecutar en disco, dada
la diferencia de 6rdenes de magnitud en tiempo de acceso que existen entre ambos
niveles de la jerarquia.

Una aplicacion de estructuras de datos compactas, y en lo que se propone trabajar,
es en la representacion de planar embeddings, los que se generan al tomar un grafo
planar y darle un orden a las aristas de manera que estas no se crucen. Notar que
dado un grafo planar, este puede tener méas de un embedding. Algunas aplicaciones
son la representacién de mapas y diseno de circuitos. Lo que se propone es utilizar
como base el trabajo propuesto por Ferres et al. [0], el que se explicard en detalle
durante la revision bibliografica. A modo introductorio, esta representacién expande
el trabajo de Turén [22], en el que originalmente se presenta una codificacién obtenida
en base a un arbol de cobertura T" del grafo planar, el que induce un &rbol 7" sobre
el grafo dual consistente de las aristas que cortan a las no pertenecientes a T, y a



un recorrido en profundidad que visita las aristas del arbol T' en sentido anti-horario.
En este recorrido, al encontrar una arista perteneciente a T', se escribe el simbolo ‘(’
6 el simbolo )" dependiendo si es la primera o segunda vez que se visita esa arista
respectivamente, y se sigue por ese camino. Si es que la arista no pertenece a T, se
escribe el simbolo ‘[ o el simbolo ‘|” dependiendo si es la primera o segunda vez que
se visita. De esta manera, la codificacién utiliza 4m bits, donde m es la cantidad de
aristas en el grafo. En la Figura [I| se muestra un ejemplo de la representacion.

G G G I D I GO Gt I D B D N DB

Figura 1: Ejemplo de la descomposicion hecha en la representacion partiendo desde
la arista (1,2). En negrita estd el arbol T'y en rojo el arbol 7”. En la parte inferior se
muestra la secuencia de simbolos correspondiente a la codificacién de Turén.

Originalmente, Turan solo presenta como se obtiene esta codificacién y demuestra el
espacio que utiliza, sin otorgar soporte a operaciones utiles sobre el embedding, como
la obtencion de vecinos de un nodo, del grado de un nodo o el recorrido de una cara.
Posteriormente, Ferres et al. [6] aumenta esta codificacién, de manera que da soporte
a estas operaciones, ademas de mostrar un algoritmo paralelo para la construccion.
Para lograr esto, primero se observa que los paréntesis codifican al arbol T" mientras
que los corchetes codifican al arbol 7", de manera que ahora la codificacion se separa
en 3 cadenas de bits A, B y B*, donde A clasifica a las aristas de acuerdo a si
pertenecen a T 6 T'; lo que indica cémo se entrelazan estos dos arboles, B y B*
corresponden a Ty T" respectivamente codificados como secuencias de paréntesis
balanceados [14]. Estas tres secuencias se almacenan utilizando estructuras de datos
compactas [15], las cuales dan soporte a ciertas operaciones basicas que son utilizadas
en conjunto para permitir navegar sobre el embedding de manera eficiente. Una de
estas estructuras es el Range Min-Maz Tree [17], el que aumenta una codificacién
compacta de arboles como secuencias de paréntesis balanceados almacenando cierta
redundancia para poder responder consultas de navegacién sobre el arbol en tiempos



logaritmicos con respecto a la cantidad de nodos, esto almacenando valores minimos
y maximos del exceso o altura asociados a cada paréntesis.

Una de las operaciones que soporta el Range Min-Maz Tree y que es importante en
la representacién compacta de planar embeddings es encontrar el paréntesis o corchete
complementario a uno dado en las secuencias codificadas. Se conoce que el tiempo de
esta operacion es logaritmico a la distancia entre pares complementarios [I5], por lo
que es deseable que esas distancias sean lo més pequenas posibles. En este trabajo se
verifica que esto se consigue al utilizar arboles con menor altura.

En la representacién en que se basa este trabajo existe la libertad de utilizar cual-
quier arbol de cobertura del grafo planar, por lo que se pueden utilizar arboles de
menor altura, como puede ser el obtenido con un recorrido BFS sobre este grafo. El
inconveniente de esto es que dado que se almacena tanto un arbol 1" sobre el primal
como el drbol T” inducido sobre el dual, disminuir la altura en uno de estos arboles
puede llevar a aumentar la altura sobre el otro, lo que conlleva a que ciertas consultas
se hacen mas rapidas mientras que otras mas lentas, en particular esto significa un
trade-off entre consultas sobre el primal contra consultas sobre el dual.

El objetivo general de esta memoria de titulo es estudiar el efecto que tiene la
topologia del arbol T" utilizado en la construccién sobre los tiempos de consulta de una
representacion compacta de planar embeddings. Para alcanzar esta meta, se definen
los siguientes objetivos especificos:

1. Definir conjuntos de datos con los que se trabajara para el analisis experimental.

2. Obtener estadisticos relevantes al problema, como distancia promedio entre pa-
res de paréntesis tanto para el arbol de cobertura sobre el primal como el arbol
de cobertura sobre el dual.

3. Modificar la implementacion existente para que se construya sobre un arbol
obtenido con un BFS sobre el primal y el dual, ademas de variantes de DFS
con altura limitada.

4. Medir los tiempos de cada consulta en las variantes.
5. Comparar las soluciones y discutir los resultados obtenidos.

El resto de este documento se encuentra organizado de la siguiente forma. Primero,
en la seccién [2] se repasan conceptos fundamentales sobre estructuras de datos com-
pactas y conceptos preliminares pertinentes sobre planar embeddings y pertinentes
a este trabajo en particular, para asi continuar con las soluciones existentes a este
problema. Luego, en la seccion 3| se plantea la hipdtesis de este trabajo y se detalla
el razonamiento detras de ella junto a los resultados que se esperan. También en esta
seccion se explican los cambios propuestos en la construccién de la representacion de



Ferres et al. En la seccion 4] se explica como se implementaron los métodos propuestos
en la seccion [3] y los experimentos realizados para verificar la hipdtesis, junto a sus
resultados y analisis de los mismos. Finalmente, en la seccion [5| se resume el trabajo
realizado y las conclusiones que se obtienen del mismo, para luego dar paso al trabajo
futuro.



2. Revision bibliografica

Uno de los conceptos fundamentales de la teoria de la informacion y utilizado dentro
del campo de las estructuras compactas es el de entropia. Este concepto acunado
por Shannon [2I] mide el nivel de “incertidumbre” o “sorpresa” en una fuente de
informacion. Sea U el conjunto de todos los valores que puede generar la fuente de
informacion, X una variable aleatoria que con resultados posibles z; € U, cada uno
con posibilidad p(z;) de ocurrir, la entropia H(X) de la fuente de informacién se

calcula como:
H(X) = Z p(z;) logy(1/p(x4))

z; €U

Este valor nos indica el largo promedio que tiene el cédigo asociado a cada elemento
de U si es que se codifica de manera 6ptima. Existe el caso particular en que cada
uno de los resultados posibles en la fuente de informacién tienen la misma probabi-
lidad de ocurrir, situacién en la que la entropia se maximiza. De esa manera, todos
los elementos tienen asociados codificaciones del mismo largo. Este valor es llamado
entropia de peor caso y se expresa como:

HwC(X) = log, |U|

El objetivo general de las estructuras de datos compactas es representar datos
utilizando una cantidad de bits cercana al 6ptimo Z, pero permitiendo realizar ciertas
consultas de manera eficiente [I1]. Por ejemplo, las estructuras de datos sucintas son
una categoria particular de estructuras de datos compactas donde se utilizan Z+o0(2)
bits.

Un planar embedding corresponde a un “dibujo” en el plano de un grafo planar
tal que las aristas no se cruzan, de manera que las aristas tienen un orden particular
dado por su orientacién. Los planar embeddings tienen directa relacién con planar
maps, que corresponden a una subdivisién de la esfera en regiones delimitadas por
curvas. Se conoce que existen 7271(,2("72)5; rooted planar maps (mapas planares donde
a una arista en particular se le da direccién) con m aristas [23], de manera que la
entropia de peor caso de los planar embeddings es mlog12 ~ 3,58m [15]. Esto quiere
decir que para representar cualquier planar embedding se necesitan al menos 3.58 bits
por arista. Ademas, para un planar embedding cuyo grafo es G se define el grafo dual
G’ como aquel donde las caras del embedding son vértices en G, y las aristas en G’
cortan a las aristas de GG delimitando las caras.

Varias estructuras de datos compactas para la representacién de objetos mas com-
plejos — como es el caso de los embeddings planares — se basan en el uso de estructuras
de datos compactas mas simples, combinando las operaciones soportadas por estas



estructuras simples para generar operaciones mas complejas. Las mas importantes
para este trabajo, pero que también es comun ver su uso en otras representaciones,
corresponden a representaciones sucintas de bitvectors y arboles sucintos.

Un bitvector [I5] X corresponde a un arreglo de bits con soporte para las siguientes
operaciones:

» access(X,i): retorna el valor del i-ésimo bit.
» rank,(X,7): retorna el nimero de bits con valor v entre las posiciones 0 e 7.
» select,(X,v): retorna la posicién del i-ésimo bit con valor v.

Existen representaciones que dan soporte a estas operaciones tanto en representa-
ciones no compactas [10, O 18] — que no estdn comprimidas a su entropia — como
representaciones compactas [19, [16], [§].

Con respecto a arboles sucintos, estos se codifican como secuencias de paréntesis
balanceados [14]. Para obtener la codificacién de un arbol se realiza un recorrido en
profundidad del mismo desde la raiz. En este recorrido, al visitar a un nodo primero
se escribe el simbolo ‘(’; luego se prosigue visitando a los hijos y tras visitarlos se
escribe el simbolo ¢)’. Cada simbolo escrito en la secuencia utiliza un solo bit, es de-
cir, los simbolos (’ corresponden a bits con valor 1 y los simbolos ‘)’ corresponden a
bits con valor 0 o viceversa. Las principales soluciones existentes son LOUDS [10 2],
DFUDS [2] y Fully Functional [I7]. En este trabajo nos enfocaremos en la represen-
tacion Fully Functional, la cual se implementa por medio de la estructura de datos
compacta Range min-Max Tree o RMM-TREE. Esta representacién ha demostrado
ser la solucién maés eficiente en la préctica [1].

Tomando como foco la representacion que utiliza el RMM-TREE, se tiene que pa-
ra una secuencia de paréntesis P[0,n — 1] se define la operacién excess(i) como
excess(i) = excess(i — 1) + 1 si Pli] = (, excess(i) = excess(i—1) —1si P[i] =),y
para i = 0, exzcess(—1) = 0. Ademas, se divide la secuencia P en bloques de tamano
b, los que corresponden a los nodos hoja del RMM-TREE. Recursivamente se van gene-
rando méas nodos en los niveles superiores, los que aglomeran dos nodos consecutivos
en el siguiente nivel inferior. Por ejemplo, si tenemos un nodo u correspondiente a la
subsecuencia P[s, m| y un nodo v correspondiente a la subsecuencia P[m + 1, e] con
s < m < e, entonces podemos aglomerarlos en un nodo w que corresponderia a la
subsecuencia P|[s,e|, siendo u y v los hijos izquierdo y derecho respectivamente. De
esta manera, se van generando méas nodos en los niveles superiores hasta que se tiene
un solo nodo en el nivel superior, el que corresponde a la raiz del RMM-TREE. Un
nodo v que representa a la subsecuencia P[s, e] contiene la siguiente informacion:

» v.e = excess(e) — excess(s — 1)



» v.min = mines ) excess(i) — excess(s — 1)
" V.NAT = MEX,c[s ¢ €xcess(i) — excess(s — 1)

En la Figura [2| se ve un ejemplo de RMM-TREE junto al arbol que codifica. Se
definen las siguientes primitivas como base para generar consultas sobre la secuencia
de paréntesis.

» fwd_search(i,d): retorna la minima posiciéon j > i tal que excess(i) +d =
excess(j), d < 0. Por ejemplo, fwd_search(1l,—1) = 6.

» bwd_search(i,d): retorna la maxima posicién j < i tal que excess(i) + d =
excess(j), d < 0. Por ejemplo, bwd_search(4,—2) = 0.

Para resolver la primitiva fwd_search(i,d), primero se escanea el bloque que con-
tiene a la posicion 1+ 1, verificando si la posicion j se encuentra en este y retornandola
en ese caso. En caso de no encontrarla en ese bloque se procede a recorrer el RMM-
TREE desde las hojas hacia arriba, partiendo por el nodo que corresponde al bloque
ya escaneado. Para esto primero se obtiene el valor d’ como el exceso desde la posi-
cién i + 1 hasta el final del bloque. Este valor en un momento dado corresponde al
desplazamiento en el exceso desde la posicién ¢ + 1 hasta lo que se haya recorrido,
por lo que se debe ir actualizando en los casos necesarios.

Cuando se recorre un nodo v en la subida, primero se verifica si es hijo izquierdo
o derecho de su padre. En el caso de que sea hijo derecho, simplemente se procede a
continuar el recorrido por su padre. En caso de que sea hijo izquierdo, se verifica si el
exceso buscado estd en su hermano derecho u, es decir se verifica si d < d’'+u.min. Si es
asi, se comienza a bajar desde el hermano u, en caso contrario se hace la actualizacion
d < d' +wu.ey se sigue subiendo por el padre hasta encontrar un nodo izquierdo cuyo
hermano derecho cumpla la condicién.

Al momento de bajar, esto se hace con la intencién de encontrar el nodo hoja mas
hacia la izquierda que contenga el exceso buscado. Para esto, al visitar un nodo interno
primero se verifica si su hijo izquierdo v contiene el exceso verificando d > d' + v.m.
Si es asi, se baja por el hijo izquierdo. En caso contrario se baja por el hijo derecho
y se actualiza d’ < d’' 4+ v.e. Cuando finalmente se llegue a un nodo hoja, se sabe que
el exceso buscado estda dentro del bloque que representa, por lo que simplemente se
recorre y retorna la posicién buscada.

En la Figura [2| se muestra un ejemplo de un RMM-TREE con el arbol del que se
construye, y también los datos accedidos en una consulta de ejemplo.

El caso de la primitiva bwd_search(i, d) es simétrico a la ya descrita, con la salvedad
de que el bloque inicial a escanear es aquel que contiene a ¢ en lugar de i+ 1. Ademas,
dado que el recorrido es ahora de derecha a izquierda hay que realizar cambios respecto



e=20
m =0
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Figura 2: En |2a] se muestra el RMM-TREE correspondiente al arbol en [2bj usando un
tamano de bloque b = 4, junto a la secuencia de paréntesis codificada y los excesos.
Se ejemplifica ademas la consulta match(7) = fwd_search(7,—1) de la siguiente
manera: En la parte inferior se indica en rojo el paréntesis consultado, en azul los
bloques revisados y en verde la respuesta j = 20. En la parte superior, los nodos
indicados en rojo corresponden a aquellos que solo son visitados, mientras que los
indicados en azul corresponden a aquellos que adema&s son revisados.

al mismo. Lo primero es que se sube hasta encontrar un hermano izquierdo que
contenga el valor d, y en esta subida el valor d’ se actualiza a d’ — v.e cuando se sube
desde un hijo derecho u con hermano izquierdo v. También, al momento de bajar, se
busca el bloque méas a la derecha que contenga a d, de manera que se da prioridad
a bajar por el hijo derecho cuando este contiene a d, y cuando se baja por un hijo
izquierdo u con hermano derecho v, d’ se actualiza a d’ — u.e. Finalmente, al llegar a
una hoja, se escanea el bloque correspondiente de derecha a izquierda.

Algunas de las operaciones sobre la secuencia soportadas por esta representacion
son las siguientes:

» match(i): retorna la posicién del paréntesis que abre/cierra al paréntesis en la
posicién 7.

fwd_search(i, —1)

bwd_search(i,0) + 1

si P[i] = (

en otro caso

match(i) = {

» parent(i): retorna la posicién del paréntesis que abre asociado al nodo que es
padre del nodo correspondiente al paréntesis en la posicion 1.

parent(i) = {

bwd_search(i, —2) + 1
parent(match(i), —2) + 1

si Pli] = (
en otro caso



Retomando el caso particular de grafos y planar embeddings, existen diversas solu-
ciones cada una con sus ventajas y desventajas. Turdn [22] presenta una codificacion,
que como se menciona en la introduccién de este documento utiliza 4m bits para repre-
sentar un planar embedding en base al recorrido de un arbol de cobertura del grafo.
Esta representacion utiliza un espacio cercano al éptimo, sin embargo no soporta
operaciones de navegacién por si sola. Luego, Jacobson [10] presenta una codificacién
para grafos planares basada en book embeddings [3] que soporta operaciones utilizando
una cantidad de bits lineal a la cantidad de nodos. Keeler y Westbrook [12] presen-
tan una codificacion en espacio 6ptimo, pero sin soporte para operaciones. Munro y
Raman [13] estiman que la representacién de Jacobson utiliza 64n bits y presentan
una representacion también basada en book embeddings que utiliza 2m + 8n + o(m)
bits con soporte a operaciones. Blelloch y Farzan [4] presentan una representacién de
espacio éptimo basado en técnicas utilizadas para grafos separables [4], sin embargo
no ha habido éxito en implementarla por lo que su valor es mas tedrico que practico.
Ferres et al. [6] presenta una extensién al trabajo de Turdn, la que codifica un arbol
sobre el grafo primal y el arbol sobre el dual que este induce, ademéas del entrelaza-
miento entre estos, de manera que utilizando estructuras compactas para bitvectors
y arboles se puede agregar navegacién. Asi, se logra una representacion para planar
embeddings con espacio cercano al é6ptimo y operaciones de navegacion.

A continuacién se detalla la manera de obtener la representacién de Turdn [22], la
cual corresponde a una codificacién de largo 2m compuesta de paréntesis y corchetes.
Primero se obtiene cualquier arbol de cobertura 7' del grafo G, cuyo complemento T’
se corresponde con un drbol de cobertura sobre el grafo dual [20]. Luego, comenzando
desde una arista incidente en la cara externa del embedding, se realiza un recorrido en
profundidad del arbol T" en el que se recorren las aristas de G' en sentido anti-horario.
Cuando se visita una arista perteneciente a 7', se escribe un paréntesis mientras que
si la arista pertenece a T” se escribe un corchete. Cada arista es visitada dos veces, de
manera que el paréntesis o corchete escrito abre cuando la arista que le corresponde
es visitada por primera vez, mientras que cierra cuando es visitada por segunda vez.

La extension presentada por Ferres et al. [6] corresponde a, en primer lugar, separar
la secuencia en 3 cadenas: un bitvector A donde A[i] = 1 si y solo si la i-ésima arista
visitada en el recorrido pertenece a 7', una secuencia de paréntesis balanceados B
correspondiente a los paréntesis redondos y una secuencia de paréntesis balanceados
B* correspondiente a los paréntesis cuadrados. Las secuencias B y B* codifican a
los arboles T'y T’ respectivamente, pero en el recorrido no se codifican sus raices,
por lo que se anaden después del recorrido. En la Figura |3| se muestran los drboles
codificados para el embedding en la Figura [l

Las secuencias se almacenan utilizando estructuras compactas, de manera que
ademas se da soporte a operaciones como las mencionadas previamente en este capitu-
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Figura 3: Los arboles codificados usando la representacion de Ferres et al. para el
embedding de la Figura [I} corresponde al arbol sobre el dual, mientras que
corresponde al arbol sobre el primal.

lo. Algunas de las primitivas definidas por esta representacion son:

first(v) : retorna la posicién i en A de la primera arista visitada al procesar el
nodo v durante la construccion.
first(v) = A.selecty(B.selecty(v — 1)) + 1

last(v) : retorna la posicién i en A de la ultima arista visitada al procesar el
nodo v durante la construccion.
last(v) = A.select,(B.match(B.selecty(v — 1))

mate(i) : retorna la posicién j en A de la arista (v, w) cuando la arista ¢ en A
es (w,v).

next(i) : retorna la posicion j en A de la arista (v,w) siguiente en sentido
anti-horario a la arista (v, w’) de posicién i en A.

= {1+ si Ali] = 0
next(i) =
mate(i) + 1 en otro caso

A partir de estas primitivas es posible realizar operaciones més complejas, como
encontrar los vecinos de un vértice o recorrer las aristas de una cara. Una de las pecu-
liaridades de esta representacién es que si se invierten los bits en A y se intercambian
las secuencias B y B*, la codificacién obtenida corresponde a la del grafo dual, con la
diferencia de que el recorrido es en sentido horario en lugar de anti-horario. También
debido a esto es posible utilizar esta representacién para responder consultas sobre el

dual,

por ejemplo adyacencia de caras.
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Ferres et al. [0] utiliza un DFS para obtener el arbol de cobertura usado en la cons-
truccion. Sin embargo, esto tiene un efecto negativo en los tiempos de las consultas,
ya que esta clase de arbol tiene una altura mucho mayor que la obtenida, por ejem-
plo, por un recorrido BFS. Los tiempos se ven afectados porque aumentar la altura
implica también aumentar las distancias entre pares de paréntesis, lo que hace que
al momento de realizar consultas sobre las secuencias de paréntesis balanceados se
deban visitar més nodos en el RMM-TREE. Esto se explica en detalle en el siguiente
capitulo, pues es la base del método propuesto.

3. Meétodo desarrollado

La hipotesis propuesta en este trabajo es que la topologia del spanning tree utilizado
en la construccién de la representacion de Ferres et al. tiene un impacto en la velocidad
de las consultas sobre el planar embedding, siendo posible asi obtener una estructura
de datos mas rapida tras reemplazar el método de construccion.

El comportamiento esperado es que al usar spanning trees de menor altura la
velocidad de consulta sobre el planar embedding tienda a subir. Esto tiene directa
relacion con la forma en que funciona en RMM-TREE. De manera mas general, se
puede observar el efecto que tiene la distancia entre pares de paréntesis al realizar
consultas en el RMM-TREE, recordando que en el RMM-TREE un nodo del arbol
se representa por un par de paréntesis. Se puede ver por ejemplo, el efecto de la
distancia entre pares de paréntesis para la consulta match(i) con resultado j. El caso
mas simple corresponde cuando la posicion j estd en el primer bloque a revisar, pues
se evita recorrer el RMM-TREE. En el caso de tener que recorrerlo, a modo de intuicion
se puede notar que al subir se va verificando si j esta contenido en un intervalo, de
manera que en cada nodo visitado se va ampliando hacia la derecha el intervalo total
visitado. Debido a esto, mientras menor sea la distancia entre ¢ y j, menor sera la
cantidad de nodos visitados. Esto se ve ejemplificado en la Figura

Dado que la representaciéon de Ferres et al. utiliza principalmente la operacion
match, es que resulta deseable que la distancia entre pares de paréntesis sea la menor
posible, ya que mejoras en esta primitiva causan mejoras en los tiempos de las ope-
raciones mas complejas que la utilizan. Se puede notar que en una representacion de
arbol como secuencia de paréntesis balanceados, cada subarbol queda representado
en una subsecuencia. Esto significa que el subarbol que contiene a un nodo v y sus
descendientes esta representado en la subsecuencia que inicia en el paréntesis que
abre de v y termina en el paréntesis que le cierra. De esta manera se puede ver el
efecto que tiene la ubicacion de un nodo en la distancia entre los pares de paréntesis
correspondientes a sus ancestros. Este efecto es el aumento en dos posiciones de la
distancia asociada a cada uno de los ancestros. Esto se ejemplifica en la Figura[d] En
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Figura 4: Resumen de los recorridos sobre el RMM-TREE para las consultas match(0)

(en rojo) y match(10) (en azul). Se puede apreciar que en la consulta match(0) es
necesario visitar méas nodos.

consecuencia, se tienen menores tiempos de consulta en promedio cuando hay una
mayor concentracién de nodos cerca de la raiz, o en otras palabras, cuando la altura
es menor.

No hay que olvidar que en la representacion de Ferres et al. se codifican dos arboles
T y T', cuyas topologias son dependientes entre si. Ademads, T se ocupa principal-
mente para responder consultas sobre los vértices del embedding, mientras que T” se
utiliza principalmente para responder consultas sobre las caras. También 7' tiene la
restriccién de que su raiz debe ser incidente en la cara externa, mientras que para T’
su raiz debe ser la cara externa. Dada la interdependencia entre las topologias de Ty
T’, es que no siempre es posible mejorar las distancias de uno de los arboles sin em-
peorar las distancias en el otro. De manera inicial se explican las técnicas enfocadas a
mejorar la topologia de T, sin embargo, se destaca que en los resultados experimen-
tales se mejora considerablemente tanto 7" como 1" con respecto a la construccién
original.

Si nos enfocamos en realizar mejoras a T', podemos ver que tras haber escogido
una raiz u se quisiera ubicar tantos nodos en el siguiente nivel como sea posible,
ya que como se explicé previamente hay una relacion entre la altura del arbol y las
distancias promedio. Naturalmente, solo se pueden agregar a ese nivel los vecinos de
u, y asi mismo para cada nivel 7 > 0 solo se pueden agregar nodos que sean vecinos a
aquellos en el nivel 7 — 1. Sea V; el conjunto de nodos ubicados en el i-ésimo nivel, con
Vo = {u} y un operador booleano binario vec(v,w) que retorne verdadero si y solo
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Figura 5: Dos arboles con sus respectivas secuencias de paréntesis balanceados in-
dicando a qué nodo pertenece cada par de paréntesis. El arbol en corresponde
al arbol tras reubicar al nodo 4 como hijo de la raiz. Como efecto de esto las
distancias de los nodos 1 y 3 bajan de 7 a 5 y de 3 a 1 respectivamente.

si los nodos v y w son vecinos, en términos formales esto se expresa de la siguiente
manera:

Vi={v:(Bw e Vi : vec(v,w)) A (Fw € V; : vec(v,w) A j <i—1),i > 0}

Esta distribucion de nodos se puede conseguir realizando un recorrido en anchura
(BFS) desde la raiz u. Como consecuencia de esto también se tiene que es la distri-
bucion donde los nodos se ubican lo mas cerca posible de la raiz u. Si bien existe mas
de una opcion posible para la raiz u, los resultados experimentales indican que no
existe un cambio considerable al escoger una sobre otra. El algoritmo de construccién
se presenta en el Algoritmo [T}

Por otro lado, si se quisiera que las mejoras estén enfocadas en 17", se puede utilizar
la misma estrategia de realizar un recorrido BFS, pero ahora sobre el grafo dual
iniciado en la cara externa. Para esto se debe previamente computar la cara que cada
arista delimita en sus dos sentidos como se describe en el Algoritmo [2 (en Anexo [A]),
y asi se puede proseguir con el BFS sobre el dual como se describe en el Algoritmo

(en Anexo [A]).

Con estas dos construcciones es posible minimizar las distancias en 7" o 1" res-
pectivamente, lo que reduce las consultas sobre el grafo primal o sobre el grafo dual
respectivamente. Con el fin de tener construcciones donde las alturas en Ty 7" no
sean necesariamente Optimas, pero que estén mas balanceadas, se crean las siguientes
heuristicas:
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Algorithm 1 BFS sobre el primal

1:
2
3
4:
5:
6
7
8
9

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:

procedure BFSPRIMAL(0, G) > Retorna el spanning tree con BFS iniciado en o

T < Una lista de aristas inicialmente vacia
q < Una cola de vértices vacia
V < Un arreglo booleano de tamano G.vertices iniciado en false
q.push(o)
Vo] « true
while ¢ no esté vacio do
u < q.pop()
for cada vecino v de u do
if V[v] = false then
Vv] = true
Agregar aristas (v,u) y (u,v) a T
q.push(v)
end if
end for
end while
return 7'

18: end procedure

= DFS limitado: Sea h un parametro que limite la altura, se obtiene un arbol

de cobertura realizando un recorrido en profundidad (DFS) desde la raiz u en
el que no se agrega ningin nodo con distancia desde la raiz mayor a h. Si al
final de este DFS quedan vértices sin procesar, se continta con un BFS multi-
origen desde los nodos con altura h para asi reducir la diferencia entre la altura
obtenida h' y h, agregando los nodos restantes. Esto se describe en detalle en

el Algoritmo [4] (en Anexo [A]).

BF'S alternado: En esta construccion primero se expande un nivel de 7" desde
la raiz u, luego se expande un nivel de 7”7 desde la cara externa y asi sucesiva-
mente se alterna la expansion de niveles entre 7'y T”. Se tiene cuidado de que
en ningin momento se agregue a T’ una arista perteneciente a T' ni viceversa.

Esto se describe en detalle en el Algoritmo [5] (en Anexo [A)).

La intuicién detrds del DFS limitado es que se fuerza a que T" aumente su altura
de manera controlada, de manera que 7" potencialmente pueda disminuir su altura.
Respecto al BFS alternado, la intuicion es que alternar la generacién de niveles entre
los dos arboles podria permitir que cada uno de los arboles mantenga altura baja sin
perjudicar mayormente a la altura del otro.
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Algorithm 2 Marcado de aristas

procedure MARCARARISTAS(G)
M <« Un arreglo de tamano G.edges™2, inicializado en -1
F + Un arreglo dinamico inicialmente vacio
currFaceld < 0
for cada arista e de G do > Cada arista (u,v) aparece duplicada como (v,u)

if Me] =-1then © Se procede a recorrer la cara en sentido anti-horario
viSiting <— €
F.pushyack(e)
repeat
M visiting] < currFaceld
visCmp <— cmp(visiting) > emp(u,v) = (u,v)

visiting < nextCCW (visCmp) > nextCCW retorna la siguiente
arista en sentido anti-horario
until visiting = e
currFaceld < currFaceld + 1
end if
end for
return < M, F > M es tal que M|e] es la cara correspondiente a la arista e,
F' es tal que F[i] tiene una arista representativa de la i-ésima cara descubierta.
end procedure
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(a) BFS sobre el primal (b) BFS sobre el dual

Figura 6: Los arboles T (en negrita) y 7" (en rojo) obtenidos variando la construccion.
En ambos casos la raiz de T es 0 y la raiz de T" es A. En la Figura |6al la altura de T
es 6 y la de 7" es 7, mientras que en la Figura [6b|la altura de T es 7 y la de T" es 3.

4. Experimentos y resultados

La implementacién se realizé a través de un fork al repositorio puesto a disposicion
por Ferres et al. y modificado para que utilice los métodos de construccion propuestos.
Esta implementacién utiliza la biblioteca SDSL desarrollada por Simon Gog [7]. Los
experimentos se realizaron en una maquina con procesador Intel® Core™ i7-3820 @
3.60GHz y con 32 GB de memoria RAM. Cada uno de los 4 nicleos del procesador
tiene 32 kB de caché L1 y 256 kB de caché L2. Los nucleos comparten 10 MB de
caché L3. Sobre esta maquina se ejecuta GNU /Linux 3.13.0-86-generic.

En los experimentos se utilizan datasets obtenidos en http://www.inf.udec.cl/
~jfuentess/datasets/graphs.php, los que se caracterizan en la Tabla[l] El dataset
tiger_map se obtiene del mapa de Estados Unidos, mientras que el resto de los datasets
se obtienen con triangulaciones de puntos generados al azar.

Los experimentos se realizan sobre los métodos presentados en la Tabla [2]

Dado que las distancias entre pares de paréntesis tienen un impacto en los tiempos
de consulta, resulta importante analizar como estas se distribuyen al utilizar distintos
algoritmos de construccién. En la Figura[8|se presentan los histogramas de frecuencias
relativas acumuladas de las distancias utilizando DFS,,ima, BESprimar ¥ BFSauar res-
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Figura 7: Lo

(a) DFS limitado

(b) BFS alternado

s drboles T' (en negrita) y 7" (en rojo) obtenidos variando la construccién.

En ambos casos la raiz de T es 0 y la raiz de 7" es A. En[6a] la altura de T es 6 y la
de T" es 7, mientras que en [6b[la altura de T es 7 y la de T" es 3.

Tabla 1: Caracterizacién de los datasets usados en los experimentos

Dataset Vértices Aristas
PEIM 1.000.000  2.999.978
PESM 5.000.000 14.999.983
PE10M 10.000.000 29.999.979
PE25M 25.000.000 74.999.979
tiger-map 19.785.187 43.903.023

Tabla 2: Caracterizacion de los métodos implementados para el andlisis experimental.

Método Descripcién

DFS,rimai DFS sobre el primal, corresponde al baseline implementado por Fe-
rres et al.

BES,ima  BFS sobre el primal

BFSgua BF'S sobre el dual

DFSn. DFS acotado sobre el primal con altura minima de /N veces la altura
obtenida con BF'S

HEUR BFS alternado entre primal y dual
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pectivamente para los datasets tiger_map y PE25M. Se debe recordar que DFS,,ia
corresponde al baseline disponible en el estado del arte.

Distancias en B tiger_map Distancias en B* tiger_map
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Figura 8: Histogramas de frecuencia relativa acumulada para las distancias en B y B*
utilizando los métodos DFS,imai, BESprimar ¥ BFSgua- Los métodos DFSy, y HEUR
se comportan de manera similar al método BFS,,imq, por lo que se decidié omitirlos.
Las Figuras |8al y corresponden al dataset tiger_map, mientras que las Figuras
y [8d| corresponden al dataset PE25M.

De la Figura [§ se puede destacar que utilizar BEF'S,,ima 0 BFSguq genera que un
mayor porcentaje de nodos tenga menores distancias entre sus paréntesis correspon-
dientes tanto en B como B*, mientras que por otro lado al usar DFS,, ;. hay un
porcentaje no menor de nodos con distancias muy altas. En particular, se puede ver
que casi la totalidad de los nodos tiene distancia menor a 10* usando BFS,imal ©
BFS a1, mientras que alrededor de un 10 % de los nodos tiene distancia mayor a 10°
en el dataset tiger_map al usar DFS,,;ma, lo que aumenta alrededor del 30 % y 20 %
respectivamente para B y B* en el dataset PE25M. También se puede ver que usar
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BFS, ima reduce ligeramente las distancias en B con respecto a BFSg,,, mientras
que sucede lo contrario en B*.

De esta manera, se espera que los tiempos de consulta al construir la estructura de
datos utilizando BFS,,ima 0 BFS4u4 sean menores que al utilizar DF'S ;4. Asimismo
también es esperable que al utilizar BFS,, .. se obtengan los mejores tiempos en
consultas sobre el grafo primal, mientras que al utilizar BFSg,, se obtengan los
mejores tiempos en consultas sobre el grafo dual. Estas hipdtesis las validamos a
continuacion.

Para medir el efecto de cada construccién en el rendimiento de la estructura se
miden los tiempos promedio de consultas de realizar un recorrido DFS sobre la repre-
sentacién compacta (dfs), obtener el grado de un vértice (degree), listar los vecinos
de un vértice (list) y de recorrer la cara a la que pertenece una arista (face). Para
las operaciones de grado y vecinos se mide el tiempo total de 30 consultas sobre cada
nodo y calcula el promedio. Para la operacion de recorrido de cara se hace lo mismo
con 30 consultas sobre cada arista. Para el recorrido DFS sobre la representacion
compacta, se mide el tiempo promedio de realizarlo desde 10 vértices al azar. Todas
estas mediciones se repiten 5 veces para el dataset tiger_map y 3 veces para el resto
(debido a que son triangulaciones) haciendo variar la arista desde la que se inicia la
construccién. Recordar que la construccion de la estructura de datos se puede iniciar
desde cualquier arista de la cara externa. Los resultados se presentan en la Tabla [3]

Consultas Primal Consultas Dual

Dataset  Método dfs degree list face dfs  degree list face

PEIM  BFS,ima 1.51 0245 1.411 1.469 182 3.638 0.480 1.745
DFSprima 289 0417 2.841 3.194 3.04 6.729 0.660 2.965

DFSs, 1.55  0.252 1.452 1.521 1.83 3.638 0.479 1.751
DFS,, 1.59 0.258 1495 1.576 1.85 3.704 0.480 1.777
DF'Sg, 1.66 0.270 1.566 1.664 1.87 3.732 0.479 1.793

BFSaua 1.52 0.261 1.465 1.542 1.79 3.504 0.458 1.675
HEUR 1.51 0.244 1413 1470 1.82 3.643 0492 1.752

PESM BFS,rima 7.69 0.248 1.435 1494 9.23 3.689 0.486 1.768
DFSprima 1443 0.417 2841 3.194 15.12 6.737 0.660 2.968
DF'Ss, 791 0.254 1476 1.550 9.23 3.697 0483 1.771
DFS4, 8.47 0.274 1.601 1.706 9.46 3.805 0484 1.817
DFSg, 11.10 0.359 2.165 2.423 10.62 4.372 0.495 2.053
BFSaua 7.75 0.264 1491 1.573 9.12 3.565 0.462 1.696
HEUR 7.72 0.247 1.434 1.493 9.23 3.701 0497 1.776
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Consultas primal Consultas dual

Dataset  Método dfs degree list face dfs degree list face

PEIOM  BFS,ima 15.26 0.247 1.435 1.494 1843 0485 1.768 3.686
DFS,rimar 29.18 0421 2.871 3.229 30.55 0.664 2.990 6.803
DFS,, 16.42 0.263 1.534 1.620 18.74 0.484 1.798 3.758
DFS,,  20.75 0.338 2.014 2232 20.52 0.491 1.984 4.199
DFSs, 2435 0.393 2.386 2.702 22.17 0.500 2.149 4.604
BFSu. 1552 0265 1.493 1.576 18.21 0.463 1.700 3.568
HEUR  15.34 0.247 1.440 1.501 18.54 0.500 1.783 3.713

PE25M  BFS,ima 38.43 0.247 1.435 1.496 46.17 0486 1.772 3.698
DFSprimar 73.60  0.424 2.897 3.264 76.97 0.667 3.013 6.851
DF'S,, 40.29  0.257 1.503 1.583 46.90 0.487 1.796 3.775
DFS,, 49.35 0.316 1.890 2.069 50.90 0.492 1.959 4.110
DF'Sg, 599.33  0.382 2311 2.608 54.89 0.497 2125 4.535
BFSgua  39.07 0.264 1.500 1.584 45.99 0.463 1.705 3.590
HEUR 38.50 0.247 1.436 1.498 46.64 0.498 1.791 3.727

tigermap BFS,.ima 20.06 0.210 0.952 1.970 22.67 0.295 1.107 3.325
DFSprima 34.23  0.299 1.688 3.535 36.79 0.389 1.823 6.301
DFS,, 21.74 0.225 1.042 2.159 23.80 0.299 1.164 4.913
DFS,, 22.62 0.231 1.087 2.252 2445 0.304 1.197 5.075
DFSg, 24.04 0.244 1.163 2.427 2539 0.308 1.246 5.308
BFSiua 21.66 0.238 1.048 2.106 21.32 0.268 1.031 4.129
HEUR 20.12 0.210 0.952 1.970 22.73 0.301 1.112 3.338

Tabla 3: Tiempos promedio de consulta. Todos los tiempos estdan medidos en microse-
gundos, salvo dfs que esta medido en segundos. Se destaca en negrita el mejor tiempo
para cada consulta en cada dataset.

Se puede ver que para todas las consultas sobre todos los datasets el tiempo mas alto
siempre se obtiene al utilizar el baseline DF'S,,j;q, tanto en consultas sobre el grafo
primal como sobre el grafo dual. Por otro lado, en las consultas sobre el grafo primal
los tiempos mas bajos se obtienen al construir con BFSp,;mqe 0 usando el método
HEUR, mientras que las consultas sobre el grafo dual se resuelven mas rapido con
BFS.a excepto para la consulta faces en el dataset tiger_map, en la que se obtiene el
mejor tiempo con BFS,, imqe. El método HEUR no tiene diferencia considerable con
BF'S, imai, mientras que el método de altura acotada no muestra ventajas respecto a
los métodos con BF'S, al menos para los valores de altura que fueron probados.

Para facilitar la comparacién, se presenta en la Tabla [4| un resumen de los porcen-
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tajes de mejora con respecto al baseline, que es el método DFS,,;ma-

Tabla 4: Reduccién del tiempo obtenida al cambiar la construcciéon con DFS,,jmq al
indicado para cada dataset. Todos los valores corresponden a porcentajes. Se destaca
en negrita el método que obtuvo la mayor mejora para cada operacién en cada dataset.

Consultas primal Consultas dual

Dataset Método  dfs degree list face dfs degree list face
BFS, ima 47.8 41.2 50.3 54.0 40.1 459 273 41.1

PEIM ppg 7 474 374 484 517 41.1 47.9 30.6 43.5
pEsyf  BFSwima 46.7 40.5 49.5 532 300 452 264 404
BFSga  46.3 36.7 47.5 50.8 39.7 47.1 30.0 42.9
pEloy  BESwima 47.7 413 50.0 53.7 307 27.0 409 458
BFSupa  46.8 371 48.0 51.2 40.4 30.3 43.1 47.6
pEosy[  BESwima 47.8 417 50.5 542 400 271 412 46.0

BFSiua 469 377 482 51.5 40.2 30.6 43.4 47.6

ioer may BFSmima 414 20.8 43.6 44.3 384 242 303 47.2
SOIMAD ppg. 367 204 379 404 42.0 31.1 43.4 345

Se puede ver que para los datasets utilizados las mejoras obtenidas van desde un
20 % hasta un 54 % utilizando cualquiera de los dos métodos con BFS. M4s alla de
eso, se puede ver que utilizar BF'S,,, reduce mas los tiempos de consulta sobre el
primal, por ejemplo para la consulta degree sobre el primal en el dataset tiger_map
se obtiene un 29.8 % de mejora usando BFS,,;q, mientras que al usar BFSy,q solo
es un 20.4 % de mejora. De la misma forma, se obtienen mejores tiempos de consulta
sobre el dual al usar BFS,,;. También se puede ver que la diferencia entre usar un
BES,rimar ¥ BFSqua se ve acentuada en el dataset tiger-map, lo que da a entender
que la topologia del embedding representado también tiene un efecto en las mejoras
que estos métodos pueden traer.

Se analiza también el efecto que tiene la distancia promedio entre pares de parénte-
sis en B con los tiempos de consulta sobre el grafo primal. En la Figura[9] se grafican
estas métricas con los resultados obtenidos para los datasets tiger_-map y PE25M con
los métodos propuestos a excepcion del construido con DFS. Se puede ver como por
lo general el tiempo de consulta crece en conjunto a la distancia promedio.
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Figura 9: Graficas de distancia promedio vs tiempo de consulta para los datasets
tiger_map (Figuras , y @ y PE25M (Figuras @, y , para las consultas
degree, neighbors y face respectivamente. No se incluye la medicién obtenida con
DFS,ima ni HEUR.

Adicionalmente, se mide el tiempo de construccién promedio para los dos datasets
mas grandes. Esto se hace repitiendo la construccién 100 veces variando la arista
inicial, de manera que luego se obtienen los promedios desplegados en la Tabla 5 El
mejor tiempo es obtenido por BFS,,ima, que es ligeramente menor al obtenido por
DFSprimai- Los peores tiempos son obtenidos por BFS4, y HEUR, debido a que en
estos métodos es necesario identificar previamente qué caras conecta cada arista.

Respecto al espacio utilizado por la representacion, hay un aumento de menos del
0,03 % al utilizar métodos basados en BFS con respecto a la construccién basada en
DFS. En particular, este aumento sucede en la estructura auxiliar para dar soporte
a operaciones en B y B*. Esto se podria deber a la pérdida de ciertas regularidades
presentes al utilizar DF'S, pero de todas maneras se considera algo marginal.

5. Conclusiones y trabajo futuro

En esta memoria de titulo se estudié el efecto que tiene la topologia del arbol
utilizado en la construccién de la representacion de planar embeddings de Ferres et
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Tabla 5: Tiempos promedio de construccién para los datasets tiger_map (izquierda)
y PE25M (derecha). Todos los valores estan en segundos.

Método  Tiempo Método  Tiempo
DFS,imai 5.85 DFSprima 17.59
BES,rimai 5.40 BES,rima 15.98
BFSjua 11.36 BFS ua 39.74
HEUR 12.78 HEUR 47.28
DFS,, 6.32 DFSs, 18.76
DFS,, 6.30 DFS,. 18.31
DFSs, 6.22 DFSsg, 18.43

al. [6] en la velocidad de las consultas, verificando que utilizar arboles de menor altura
contribuye a disminuir los tiempos de consulta en promedio entre un 20 % y 54 %.
Para esto se reemplazo el uso de un DFS sobre el primal por BFS sobre el primal
o el dual. Es posible ademas mejorar los tiempos de consulta sobre el grafo primal
entre un 29 % y 54 % al construir con un BFS en el primal, o mejorar entre un 30 %
y 48 % los tiempos de consulta sobre el grafo dual al construir con un BFS sobre el
dual. Todo esto se logré con efectos despreciables sobre el espacio utilizado por la
estructura.

A pesar de que este trabajo estuvo enfocado en una representacién compacta para
planar embeddings, vale la pena mencionar que cualquier otra representacién com-
pacta que utilice por debajo drboles sucintos puede verse acelerada al forzar la cons-
truccion de arboles menos profundos, siempre y cuando exista la libertad de escoger
algin arbol en particular a codificar.

Como trabajo futuro, dado que en Ferres et al. [6] se presenta un algoritmo en
paralelo para la construccién, se plantea aplicar una construccién paralela con los
métodos propuestos en este trabajo. Esto significaria utilizar algoritmos paralelos
eficientes para la realizacién de BFS e incorporarlo al pipeline de la construccion ori-
ginal. Adicionalmente, se plantea explorar otras representaciones compactas basadas
en arboles sucintos en las que se puedan realizar las mismas modificaciones o simi-
lares, con el fin de mejorar los tiempos de consulta. Otra propuesta es expandir este
trabajo a otras representaciones sucintas de drboles, como por ejemplo LOUDS [10].
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A. Anexo

Algorithm 3 BFS sobre el dual
1: procedure BFSDUAL(extEdge, G)

2: T" < Una lista de aristas inicialmente vacia
3: q < Una cola de caras vacia
4: V < Un arreglo booleano de tamano 2 + G.edges — G.vertices iniciado en
false
5: < M, F >4 marcarAristas(Q)
6: initFace < Mext Edge]
7 q.push(initFace)
8: V]extFace] + true
9: while ¢ no esta vacia do
10: currFace < q.pop()
11: visEdge < FlcurrFace] > Obtenemos una arista de la cara que se
estd visitando
12: repeat
13: visCmp < cmp(visEdge)
14: empFace < M[visCmp| 1> Obtenemos a que cara pertenece la arista
complementaria
15: if V]empFace] = false then
16: q.push(ecmpFace)
17: ViempFace] < true
18: T+ T U {visEdge,visCmp}
19: end if
20: visEdge < nextCCW (visCmp)
21: until visEdge = F[currFace]
22: end while

23: return G — T’
24: end procedure




Algorithm 4 DFS limitado

1: procedure DFSLIMITADO(0,n, G) > Retorna el spanning tree con DFS limitado
a n niveles iniciado en o

T < Una lista de aristas inicialmente vacia

q < Una cola de vértices vacia

p < Una pila de vértices vacia

V < Un arreglo booleano de tamano G.vertices iniciado en false

H < Un arreglo de enteros de tamano G.vertices iniciado en 0 > La altura
de los nodos

7. p.push(o)
8: Vo] « true
9: while p no esta vacio do
10: u < p.pop()
11: h < H]u]
12: for cada vecino v de u do
13: if V[v] = false then
14: V{v] = true
15: Hlv] = H[u] +1
16: Agregar aristas (v,u) y (u,v) aT
17: if H[v] < n then > Todavia quedan niveles por agregar
18: p.push(v)
19: else > Esta en el limite, se agrega a la cola
20: q.push(v)
21: end if
22: end if
23: end for
24: end while
25: while ¢ no esté vacio do
26: u < q.pop()
27: for cada vecino v de u do
28: if V[v] = false then
29: Vv] = true
30: Agregar aristas (v,u) y (u,v) a T
31: q.push(v)
32: end if
33: end for

34: end while
35: return T'
36: end procedure
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Algorithm 5 BFS alternado

1:
2
3:
4:
)
6

.

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:

22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:

procedure BFSHEUR(extEdge, G)

T < Una lista de aristas inicialmente vacia

qVertexr < Una cola de vértices vacia

qFaces < Una cola de caras vacia

vVertexr - Un arreglo booleano de tamano G.vertices iniciado en false

vFaces <— Un arreglo booleano de tamano 2 + G.edges — G.vertices iniciado
en false

vFEdges < Un arreglo booleano de tamano 2 - G.edges iniciado en false

hVertex < Un arreglo de enteros de tamano G.vertices iniciado en (

hFaces <— Un arreglo de enteros de tamano 2+ G.edges — G.vertices iniciado
en 0

< M, F >« marcarAristas(G)

init Face < Mext Edge]

qFaces.push(initFace)

vFaces|extFace] + true

mitVertexr <— extFEdge.src > src es el vértice origen de la arista.

qVertex.push(initVertex)

vVertex[initVertex] < true

onPrimal < true

while gVertexr no estd vacia o gFaces no esta vacia do

if onPrimal then
currHeight <— hVertex[qVertex. front()]
while ¢Vertex no estd vacla y  currHeight =

hVertex[qVertex. front()] do

u < qVertex.pop()
for cada arista e saliendo de u do
v 4 e.tgt
if vVertex[v] = false y vEdgesle] = false then
vVertex[v] = true
T + T U{e,e.cmp}
vEdges[e] < true
vEdges[e.cmp] < true
qVertex.push(v)
hVertex[v] «— curr Height + 1
end if
end for
end while
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Algorithm 5 BFS alternado (continuacién)

35:
36:
37:

38:
39:
40:
41:
42:
43:
44:
45:
46:
47:
48:
49:
50:
51:
52:
53:
54:
55:
56:

do

else

currHeight <— hFaces|qFaces. front()]
while ¢Faces no esta vacia y currHeight = hFaces[qFaces. front()]

currFace < qFaces.pop()
visEdge < FlcurrFace]
repeat
visCmp < cmp(visEdge)
empFace < M[visCmp]
if vEdges[visEdge] = false y vFaces|[cmpFace] = false then
qFaces.push(cmpFace)
vFaces[empFace] < true
vEdges[visEdge] < true
vEdges[visCmp| < true
hFaces|cmpFace] < currHeight + 1
end if
visEdge < nextCCW (visCmp)
until visEdge = FlcurrFace]

end while

end if

onPrimal < —=(onPrimal)
end while

return T

57: end procedure
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