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a esa esperanza que nos ha acompañado en el último tiempo, llamada Helenita.

A la familia de mi polola, quienes me aceptaron cuando aun era un estudiante de
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ahora forma parte de mi perfil de profesional.

Y a cada persona que no nombre en esta lista, pero que fueron parte de este desaf́ıo.
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Resumen

En esta memoria de t́ıtulo se presenta el diseño e implementación de un prototipo,
el cual intenta hacer accesible las expresiones matemáticas que se encuentran en la
Web, a personas con problemas visuales. Para cumplir con esto, se hizo un estudio de
las expresiones matemáticas más usadas en Internet, particularmente en Wikipedia.
Además, obtener un conjunto de reglas para obtener las verbalizaciones de las ex-
presiones matemáticas también fue necesario, el cual se vió reflejado en un grupo de
templates, los que fueron utilizados en la generación de lenguaje natural basada en
templates, para obtener las verbalizaciones de las distintas expresiones matemáticas.

También se puede encontrar una evaluación con personas, la que tiene como
misión validar el diseño e implementación del prototipo propuesto.
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1.2.2. Objetivos espećıficos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.3. Organización . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2. Discusión bibliográfica 13
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8. Cantidad respuestas correctas para indicadores prosódicos. . . . . . . . . . 48
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1. Introducción

Cuando una persona con discapacidad visual quiere incorporarse a la población activa,
debe enfrentarse a varias limitantes, en particular, en el mundo digital en el que estamos
inmersos, ven disminuida su accesibilidad a grandes volúmenes de información. En algunos
páıses ya existen iniciativas a nivel gubernamental para aminorar este problema, como es el
caso de Estados Unidos y Canadá. En Estados Unidos existe la Section 508 1 que, a partir
de 1998, obliga a las agencias federales a hacer accesible toda su información electrónica a
todas las personas, sin discriminación. Con esto se busca fomentar el desarrollo de nuevas
tecnoloǵıas que permitan que personas con discapacidades puedan acceder de forma fácil
y sencilla a la información que deseen. Por su parte, Canadá en su Canadian Charter of
Rights and Freedoms considera la sección Equality Rights2, la cual intenta asegurar que
toda persona, sin discriminación de ningún tipo, pueda gozar de sus derechos, entre el-
los el derecho al acceso de la información. Un ejemplo de esto es Statistics Canada3, la
agencia del gobierno federal canadiense encargada de recoger y compilar datos estad́ısticos
sobre Canadá y los canadienses, la cual ha hecho grandes esfuerzos para mejorar la ac-
cesibilidad de su información v́ıa Web, proporcionando diversas formas de navegar su sitio.

Entre los distintos elementos que se pueden considerar como más complejos de hacer
accesibles a personas con ceguera o adultos mayores, están las fórmulas matemáticas. El
problema es que estas poseen una estructura no lineal y con un componente fuertemente
visual. Por ejemplo, cuando tenemos 2 expresiones xy y xy la posición de la variable y le da
un significado distinto a cada expresión. Otra caracteŕıstica de las fórmulas o expresiones
matemáticas es que pueden contener impĺıcitamente información semántica, como es el
caso de la famosa expresión E = mc2, en la cual esta impĺıcito que entre la variable m y c
hay una operación de multiplicación. El problema con la información impĺıcita es que no
siempre se conoce, aśı una persona que no conozca a priori la expresión anterior podŕıa
pensar que mc es una sola variable.

Hoy en d́ıa, la solución más difundida para publicar fórmulas matemáticas en la Web es
a través de imágenes raster. Para una persona ciega el contenido de una imagen raster es
completamente inaccesible, inclusive si estuviesen representadas textualmente, por ejem-
plo, en la etiqueta alt de HTML.

1Section 508,Gobierno de Estados Unidos. 1998. http://www.section508.gov
2Canadian Charter of Rights and Freedoms, Section Equility Rights. 1982. http://laws.justice.

gc.ca/en/charter
3Statistics Canada. http://www.statcan.ca
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1.1. Motivación

1.1.1. Discapacidad en Chile

La encuesta CASEN (Caracterización Socioeconómica Nacional)4, realizada por el Min-
isterio de Planificación, es una encuesta de hogares representativa a nivel nacional, regional,
urbano y rural y comunal. La encuenta CASEN se ha aplicado desde el año 1985, siendo su
última aplicación el año 2009. Su objetivo principal es elaborar diagnósticos de la realidad
socioeconómica del páıs, evaluando los impactos de los programas sociales que promueve
el gobierno.

La última encuesta CASEN que trata sobre discapacidad fue realizada en el año 20065.
En ella se encuestaron 73.720 hogares, equivalente a 268.873 personas, de 335 comunas
de Chile y consideró como discapacidad sólo aquellas discapacidades de larga duración o
severas. Uno de los resultados que arrojó fue que en Chile el 6,9 % del total de la población
presenta alguna discapacidad, equivalente a 1.119.867 personas.

Se incluyeron dentro de la encuesta varios tipos de discapacidades, siendo los proble-
mas visuales los que alcanzaron un mayor procentaje de personas, un 45,6 % del total de
minusválidos, como muestra la figura 1.

Otro punto importante a destacar es que las personas minusválidas poseen, en general,
un escaso nivel educacional, con un 43,1 % de discapacitados sin completar su educación
básica. Como consecuencia de esto último, la tasa de participación laboral es baja y la tasa
de desempleo es alta, respecto a las tasas correspondientes a personas sin discapacidad.
Estos hechos explican en parte que la mayoŕıa de la personas minusválidas están presentes
en los deciles de menores ingresos, lo que complica aún más su incorporación a la población
activa.

1.1.2. Ley 20.422

La situación actual en Chile en materia legal sobre la discapacidad se centra en la
ley 20.422, que lleva por t́ıtulo Establece normas sobre igualdad de oportunidades e in-
clusión social de personas con discapacidad6. Esta ley fue presentada por el Ministerio de

4Encuesta de caracterización socioeconómica nacional, Ministerio de Planificación. 2010. http://www.
mideplan.cl/casen

5Encuesta CASEN: Discapadidad, Ministerio de Planificación. 2006. http://www.mideplan.cl/

casen/publicaciones/2006/Resultados_Discapacidad_Casen_2006.pdf
6Ley 20.422. Establece normas sobre igualdad de oportunidades e inclusión social de presonas con dis-

capacidad, Ministerio de Planificación. 2010. http://www.munitel.cl/Actualidad_Legislativa/Ley_
20.422.pdf
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Figura 1: Distribución de discapacidades por tipo. Fuente: Encuesta CASEN 2006.

Planificación y está vigente desde el 10 de febrero del 2010. Su objetivo, presentado en el
art́ıculo 1o, es “Asegurar el derecho a la igualdad de oportunidades de las personas con
discapacidad, con el fin de obtener su plena inclusión social, asegurando el disfrute de sus
derechos y eliminando cualquier forma de discriminación fundada en la discapacidad”.

El principio de Accesibilidad Universal, descrito en el art́ıculo 3o de la ley, se ajusta
muy bien al propósito de esta memoria de t́ıtulo, ya que busca que cualquier proceso,
herramienta, productos y servicios, etc. puedan ser comprendidos, utilizados y practicados
por todas las personas de la forma más cómoda y natural posible.

La ley también involucra exigencias de accesibilidad en el art́ıculo 8o, con lo cual
exigirá que todos los bienes, procedimientos, productos, servicios, entre otros, deben ser
accesibles. En el caso que esta condición no se cumpla, también contempla la realización
de ajustes necesarios para que se tomen las medidas que garanticen la accesibilidad.

Un ejemplo de lo descrito en el párrafo anterior es, como dice el art́ıculo 24, que “toda
persona o institución, pública o privada, que ofrezca servicios educacionales, capacitación
o empleo, exigiendo la rendición de exámenes u otros requisitos análogos, deberá realizar
los ajustes necesarios para adecuar los mecanismos, procedimientos y prácticas de selec-
ción en todo cuanto requiera para resguardar la igualdad de oportunidades de las personas
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con discapacidad que participan en ellos”.

1.1.3. PSU y SIMCE

Ejemplos de aplicación de la ley 20.422 son la prueba de selección universitaria (PSU)
y el sistema de medición de calidad de la educación (SIMCE). El SIMCE fue aplicado por
segundo año consecutivo en 3 formatos especiales, Braille para los alumnos con discapaci-
dad visual total, macrotipo (letra ampliada a Arial 24) para alumnos con ceguera parcial
y para alumnos con discapacidad auditiva se entregaron las instrucciones en lenguaje de
señas 7. Por su parte la PSU, por primera vez, el año 2010 se va a dar en sistema Braille
para que todos los jóvenes con discapacidad visual puedan darla en igualdad de condi-
ciones con los otros jóvenes de Chile 8.

Debido a que las iniciativas para mejorar la accesibilidad para las personas con dis-
capacidad aún siguen siendo insuficientes, es necesario trabajar en nuevos métodos para
mejorar dicha accesibilidad. Por esta razón es que hacer accesibles las expresiones matemáticas,
en forma hablada, para personas con problemas visuales apoya el cumplimiento de la ley
20.422, ayudando a los discapacitados visuales a desenvolverse mejor en su entorno. Que
las matemáticas sean accesibles de manera hablada entrega una alternativa adicional para
incorporarse en los métodos de enseñanza en los colegios y en evaluaciones como SIMCE
y PSU.

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo general

Diseñar e implementar un prototipo que apoye la accesibilidad de la personas con
problemas visuales a expresiones matemáticas en la Web, utilizando un computador común
y sin necesidad de instalar software especializado.

1.2.2. Objetivos espećıficos

Analizar mecanismos que apoyen la accesibilidad de expresiones matemáticas para
personas con problemas visuales.

7Ministro Lav́ın inspecciona aplicación de Simce a alumnos con discapacidad visual. Ministerio de edu-
cación. 20 de octubre de 2010. http://www.mineduc.cl/index2.php?id_portal=1&id_seccion=10&id_
contenido=12530

8Joaqúın Lav́ın, Ministro de Educación. PSU de este año debuta con sistema Braille, Diario La Nación.
21 de octubre de 2010. http://www.lanacion.cl/psu-de-este-ano-debuta-con-sistema-braille/
noticias/2010-10-20/233249.html
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Investigar sobre algún lenguaje de representación de expresiones matemáticas que
sirva como estándar de representación para el desarrollo de la memoria.

Diseñar un prototipo para leer las expresiones matemáticas y llevarlas a lenguaje
natural que pueda ser escuchado.

Diseñar un esquema de navegación a través de las expresiones matemáticas utilizando
teclas de un teclado de computador.

Implementación de un prototipo del mecanismo propuesto para realizar las pruebas.

Evaluar el prototipo.

1.3. Organización

El resto del documento se organizará de la siguiente manera: En la sección 2 se de-
scribirá algunas de las soluciones ya planteadas sobre este mismo tema, con el respectivo
análisis para cada una de ellas. A continuación, en la sección 3, se explicarán algunos
conceptos preliminares para poder comprender de mejor manera el resto del documen-
to. En la sección 4 se presentarán las mejores reglas para leer expresiones matemáticas,
acompañadas con el fundamento de su elección, para luego dar paso a la explicación de
la implementación del prototipo propuesto, en la sección 5. Una vez explicada la imple-
mentación se dará a conocer la evaluación de la misma en la sección 6. Finalmente se
dará termino con las conclusiones y el trabajo futuro en las secciones 7 y 8, respectiva-
mente.
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2. Discusión bibliográfica

Uno de los estándares más usados para la representación de fórmulas matemáticas
es MathML [3]. MathML es un lenguaje de marcado basado en XML para expresiones
matemáticas que entrega 3 formas distintas de representar una fórmula matemática, cada
una enfocándose en una caracteŕıstica especial. MathML tiene un marcado de presentación,
el que se encarga de la sintaxis de la fórmula, entregando la estructura de la expresión
más cercana a como se leeŕıa. También cuenta con un marcado de contenido, no consid-
erado en la creación inicial de MathML, el cual refleja la semántica de la fórmula. Como
tercer elemento está el marcado de interfaz, que se encarga de la forma como el código
MathML se podŕıa incrustar en otros códigos, además de temas de visualización como
fuentes, tamaño, color, etc. En la sección 4 se hablará más detalladamente sobre MathML.

Para apoyar iniciativas como las de Estados Unidos y Canada en materia de accesi-
bilidad, han surgidos distintas propuestas para hacer accesibles las fórmulas matemáticas.
Todas estas iniciativas se pueden clasificar en 2 grupos: los enfoques estáticos y los enfoques
dinámicos. Un enfoque estático trata al documento que contiene la fórmula matemática
como un ente pasivo, mientras que es el usuario el que coloca la parte activa. Por su parte,
un enfoque dinámico le da mayor relevancia al documento que contiene la fórmula, el cual
contiene una estructura que permite recorrerlo. Ambos enfoques son complementarios en-
tre śı.

Entre los enfoques de tipo estático se encuentra el código Braille, el cual fue inven-
tado por Louis Braille cerca de 1820. El código original consta de 6 puntos, permitiendo
con todas sus combinaciones un alfabeto de 64 śımbolos, sin embargo, este código no es
lo suficientemente expresivo para codificar la sutileza representacional de las expresiones
matemáticas. Como solución a esta limitación del código Braille es que surgió el código
Nemeth [4], el cual es usado para material cient́ıfico y matemático, que contiene śımbolos
que no están disponibles en el código Braille tradicional o literario. El código Nemeth no
corresponde a una versión extendida del código Braille tradicional9, sino que es un tipo
especial de éste. Debido a que el código Braille y el Nemeth tienen una caracteŕıstica lineal
para ser escritos, no pueden representar directamente las fórmulas matemáticas. Por ejem-
plo la expresión x+1

x−1 en código Nemeth seŕıa representada por ?x+1/x-1#, en donde ’?’

indica el inicio de la fracción, ’/’ separa el numerador del denominador y ’#’ indica el fin
de la fracción. Uno de los problemas que tiene esta alternativa es que aumenta demasiado
la carga cognitiva por parte del usuario del código, basta con imaginarse una expresión
matemática más compleja para obtener una codificación muy larga, dif́ıcil de retener [5].
Como si esto fuera poco, el código Braille tiene distintas variaciones dependiendo del lu-
gar geográfico en donde se esté utilizando, teniendo versiones francesas, italianas, inglesas,

9Unified 8 dot Braille Code 8 dot Braille Cell. http://8dotbraille.com
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Figura 2: Distintas codificaciones de x+1
x−1 en código Braille [1].

etc. Por ejemplo, la misma fracción se codificaŕıa en los formatos más populares como se
muestra en la figura 2 [6].

Existen propuestas para traducir automáticamente expresiones matemáticas a códi-
go Braille o Nemeth, permitiendo de esta manera que documentos que ya están escritos
en un lenguaje que no es el Braille, sean léıdos por personas con problemas visuales, re-
duciendo el trabajo de crear 2 versiones del mismo documento (una para personas con
discapacidades y otra para las que no tienen). La mayoŕıa de las iniciativas realizan una
conversión de código en LATEX a código Braille, de esta manera expresiones matemáticas
escritas en LATEX pueden ser traducidas e impresas en código Braille o Nemeth, ejemplo
de ello es Labradoor [7] y MathBraille [8]. Los problemas que presenta esta alternativa es
que para hacer tangible el código Braille generado a partir del código LATEX se necesitan
aparatos especiales, en particular, una impresora que imprima código Braille y papel es-
pecial para la impresora, costos no menores considerando que una impresora Braille de
bajo rendimiento cuesta cerca de 1.000.000 CLP10 y una de alto rendimiento bordea los
4.000.000 CLP, algo que evidentemente atenta contra la accessibilidad de las personas con
menos recursos. Otras iniciativas realizan la conversión en el sentido contrario, de Braille
a LATEX, tal es el caso del proyecto Insight y su versión para el sistema operativo Windows
Winsight [9]. El proyecto Insight permite traducir expresiones en código Nemeth a LATEX,
tomando una imagen como entrada con el código Nemeth, creando en forma intermedia
la versión ASCII del código para luego traducirlo a LATEX.

Por otro lado, el proyecto LAMBDA [10], financiado por la Unión Europea, en el marco
del programa IST (Information Society Technologies) utiliza un código que tiene una sin-

10CLP: Pesos Chilenos
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taxis que se asemeja a la sintaxis de MathML, pues codifica las expresiones matemáticas
a través de un lenguaje de marcado. Por ejemplo, para escribir una fracción se genera
un código similar a <inicio frac>numerador<simbolo frac>denominador<fin frac>.
Usar estos tags facilita la comprensión de las expresiones, ya que deja claro su semántica.
El lenguaje de marcado que utiliza el proyecto LAMBDA tiene una representación directa
en código Braille de 8 puntos, una extensión del código Braille tradicional de 6 puntos. No
obstante, las expresiones matemáticas más complejas siguen siendo muy largas y deman-
dan una carga cognitiva muy alta por parte de las personas que lo utilizarán.

Una iniciativa que busca hacer las matemáticas universalmente accesibles es la conocida
como sistema UMA (Universal Mathematics Accessibility) [11]. La propuesta del sistema
UMA permite la fácil traducción entre distintos formatos de codificación de fórmulas o
expresiones matemáticas, tanto en formatos usados por no videntes como son Nemeth y
Marburg (otra versión del código Braille dedicado a matemáticas, ver figura 2), como en
formatos usados por personas videntes, por ejemplo MathML y LATEX, como se muestra
en la figura 3. El sistema consta de 2 subsistemas: el primer subsistema - Plataforma de
interconversión - maneja todos los aspectos relacionados con la conversión entre los dis-
tintos formatos. Para realizar esta conversión se necesita de un formato de intercambio
común, usado como puente entre todos los formatos, en este caso, este papel lo cumple el
estándar OpenMath11. El segundo subsistema corresponde a la plataforma de navegación,
la cual interactúa con el usuario, ya sea de una manera visual o auditiva.

Del lado de los enfoques dinámicos, las principales investigaciones se relacionan con
matemáticas “habladas”. Las investigaciones en matemáticas “habladas” utilizan una de
3 grandes estratégias para poder expresar las expresiones o fórmulas matemáticas: indi-
cadores léxicos, indicadores prosódicos e indicadores extralingúısticos. Los primeros plas-
man en forma expĺıcita la estructura de la expresión matemática a lenguaje natural, obte-
niendo resultados como “ inicio raı́z cuadrada x más uno fin raı́z cuadrada”para
la expresión

√
x+ 1 [12]. El problema con esta alternativa es la sobrecarga a la memoria

de trabajo del “lector” u oyente que seŕıa más adecuado. La segunda opción, usar in-
dicadores prosódicos, modifica las caracteŕısticas del lenguaje hablado, variando el tono,
ritmo, tiempo, etc. Esto hace que el resultado sea un texto hablado que contiene pausas,
elevación y disminución del tomo de voz, acercándose más a la forma como lo leeŕıa una
persona. Aśı, la misma expresión de antes con esta opción seŕıa “(pausa al inicio) ráız
cuadrada de x más uno (pausa al final)”, en este caso las pausas ayudan a que la
expresión no se confunda con expresiones que pueden venir antes o después de ella [13]. La
última alternativa, indicadores extralingúısticos, agrega elementos extralingúısticos, como
el sonido, a la lectura de la fórmula para indicar el inicio y fin de alguna operación. De
esta manera, el mismo ejemplo quedaŕıa “(sonido al inicio) ráız cuadrada de x más

11OpenMath. 2006. http://www.openmath.org
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Figura 3: Organización del sistema UMA [1].

uno (sonido al final)”.

Un trabajo que utiliza estas opciones es AsTeR, un sistema computacional para pro-
ducir audio renderizado de documentos electrónicos [14]. Para ello, AsTeR toma docu-
mentos en LATEX y genera archivos de audio a partir de ellos. AsTeR toma el documento
en LATEX generando una estructura interna en forma de árbol. Esta es mapeada poste-
riormente a audio a través de un lenguaje basado en reglas llamado Audio Formatting
Language (AFL), el cual va asignando a las hojas del árbol ciertos sonidos que permiten
obtener un resultado final coherente al recorrer la estructura del árbol. Para representar
ciertos hitos dentro de las expresiones matemáticas se utiliza modificaciones de la en-
tonación e inflexiones en la voz. Por ejemplo, se aumenta el tono de la voz para indicar
un super-́ındice y lo disminuye para indicar la presencia de un sub́ındice. Los riesgos que
puede correr esta propuesta es que personas que no tengan un óıdo muy entrenado podŕıan
no distinguir esas variaciones tan sutiles del sonido, generando confusión.

MathGenie es otro trabajo realizado en esta área. MathGenie es un programa que
lee ecuaciones, destinado en especial a estudiantes de ciencias con problemas visuales, en-
tregándoles una versión hablada de las expresiones matemáticas, además de código Nemeth
refrescable [15]. Si bien MathGenie está orientado al uso de estudiantes y profesores, po-
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dŕıa ampliar su uso para permitir que las personas que no estén en esas categoŕıas puedan
mejorar su accesibilidad. MathGenie permite navegar las expresiones matemáticas a través
de una simple combinación de teclas, en aparatos y software dedicados a ellos, como los
screen reader y los dispositivos de Braille actualizable. El procedimiento que realiza Math-
Genie comienza recibiendo como entrada código en MathML (presentación) y continúa
entregando como salida el registro de voz y código Nemeth equivalentes a la entrada, a
través de la dispositivo destinado para ello. Es una de las alternativas más utilizadas, en
especial en educación, sin embargo, para su buen funcionamiento necesita de los disposi-
tivos de Braille actualizable, los que si bien prestan un gran servicio, no están disponibles
para todas las personas en los lugares en que lo necesiten, como sus hogares. En el caso de
los screen readers, necesitan ser instalados, lo cual tiene el inconveniente que al cambiarse
de computador no se tiene acceso a la instalación previa, debiendo volver a instalarlo.

Otro enfoque [16] sugiere escuchar y navegar las fórmulas matemáticas utilizando co-
mandos dados con la voz, dejando de lado el teclado. Para ello se traslada expresiones
codificadas en MathML a voiceXML12. VoiceXML es un lenguaje de marcado basado en
XML que sirve para crear audio o voz basados en documentos. Aśı como un navegador Web
renderiza documentos HTML, un intérprete de voiceXML renderiza documentos voiceXML
generando audio. La transformación de MathML a voiceXML se realiza a través de XSLT,
un lenguaje de transformación para XML13. El enfoque extiende el uso de voiceXML,
agregándole algunos voice anchors al documento, lo que permite ir navegando las expre-
siones con la simple pronunciación de comandos.

MathPlayer [17] por su parte fue propuesto inicialmente como un plugin para naveg-
adores Web, para permitir la visualización de expresiones matemáticas escritas en MathML.
Con el tiempo se fue mejorando incluyendo reglas del habla basadas en indicadores léxicos,
intentando mejorar las desventajas que tiene el uso de estos indicadores, simplificando el
resultado en algunos casos, por ejemplo, para la expresión a

b
genera la expresión “inicio

frac a sı́mbolo frac b fin frac” y luego la simplifica a “a sobre b”. Sin embargo,
la inclusión de las reglas del habla aún es demasiado básico como para ser considerado
una solución definitiva14. Otro problema que surge es que MathPlayer está hecho partic-
ularmente para el sistema operativo Windows y aunque han surgido versiones para Mac
OS, está limitado a estos ambientes. Además, MathPlayer está hecho para integrarse con
screen readers, programas especiales para personas discapacidad visual, pero no disponible
en todos lados.

12Voice Extensible Markup Language (VoiceXML) Versión 2.0. 2004. http://www.w3.org/TR/

voicexml20
13XSL Transformations (XSLT) Versión 1.0. 1999. http://www.w3.org/TR/xslt
14MathPlayer. Sección MathML technology. http://www.dessci.com/en/products/mathplayer
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Uno de los trabajos más recientes [18] propone un framework que permite navegar
expresiones matemáticas a través de 2 modalidades distintas: presentación pasiva y pre-
sentación activa. La presentación pasiva se refiere a la lectura lineal de las expresiones
matemáticas, de izquierda a derecha, por su parte la presentación activa permite navegar
las expresiones de una manera jerárquica, utilizando un árbol que representa las fórmulas.
Esta investigación se apoya en el plugin para el navegador Web Firefox llamado FireVox 15,
por lo que está disponible para ser utilizado en distintas plataformas, como Windows,
Linux y Mac. Uno de los inconvenientes que presenta este trabajo es que FireVox dejó de
actualizarse el año 2008, lo que lo hace incompatible con versiones más recientes del nave-
gador Firefox, desde la versión 3.6 en adelante. Otro problema que presenta es que la
implementación no está disponible para probarla en versiones más antiguas del naveg-
ador. Además no existe un listado de las reglas en las que se basa la investigación, salvo
un solo ejemplo que aparece en el paper, el cual no es lo suficientemente concluyente. El
framework se basa en MathML para hacer el renderizado de las expresiones matemáticas,
sin embargo, se utiliza sólo la parte de presentación, perdiendo toda la semántica que
entrega la parte de contenido de MathML. La evaluación que se realiza del framework no
considera pruebas con personas, basándose en el documento [18], lo que le quita un poco
de validez a la hora de calificarlo y compararlo con otras propuestas.

Muy pocas de las propuestas analizadas hasta ahora han considerado el uso de la
Web como un gran medio de difusión que tiene problemas de accesibilidad para personas
con problemas visuales, en especial cuando se trata de objetos complejos como fórmulas
matemáticas o gráficos. Considerando que la Web es una de las más grandes revoluciones de
la humanidad y que la mayoŕıa de los contenidos a los que acceden las personas están ah́ı,
debe ser un aspecto a abordar para mejorar la accesibilidad. Además, el uso de aparatos
especiales para muchas de las propuestas hace, que en ocasiones, varias buenas ideas no
puedan ser difundidas masivamente, es por ello que se hace necesario buscar un nuevo
método que no requiera de elementos dif́ıciles de conseguir, idealmente que necesite sólo
un computador común, para mejorar la accesibilidad de la personas, a información digital,
con problemas visuales y adultos mayores.

15Fire Vox: A Screen Reading Extension for Firefox. http://www.firevox.clcworld.net
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3. Preliminares

3.1. MathML

MathML es una aplicación XML para describir notación matemática, capturando tan-
to la estructura y como el contenido [3].

MathML entrega la base para desarrollar software como editores o renderizadores de
expresiones matemáticas, además de aplicaciones para procesar fórmulas matemáticas,
tomando MathML como un protocolo de entrada y/o salida. La principal ventaja, para
este trabajo, que distingue a MathML de otras propuestas de estándares para la rep-
resentación de expresiones matemáticas, como OpenMath, es que permite representar y
procesar expresiones matemáticas en la Web. Navegadores Web como Firefox y Safari
soportan de manera nativa contenido codificado en MathML. Por su parte, navegadores
como Chrome y Explorer sólo necesitan la instalación de complementos para soportar ex-
presiones en MathML.

El elemento ráız de una expresión codificada con MathML es <math>, el cual encapsula
cada instancia de MathML dentro de un documento. Para que expresiones en MathML
sean válidas se debe incluir el namespace identificado por la URI http://www.w3.org/

1998/Math/MathML. Una vista usual de instancias de expresiones en MathML seŕıa la
siguiente:

<math xmlns="http://www.w3.org/1998/Math/MathML">

...

</math>

Las ideas matemáticas pueden existir independientemente de la notación que las rep-
resentan. Sin embargo, la relación entre el significado y la notación es sutil, y parte del
poder de la matemáticas para describir y analizar deriva de la posibilidad de representar
y manipular ideas en forma simbólica [3]. Atendiendo esto es que MathML codifica tanto
la estructura como el contenido de las expresiones, a través del marcado de presentación,
usado para desplegar expresiones matemáticas, y del marcado de contenido, usado para
representar el significado de las expresiones matemáticas.

3.1.1. Marcado de presentación

El marcado de presentación tiene como objetivo principal describir el layout de las
expresiones matemáticas. En la última versión de MathML se entregan 37 tags distintos
para poder representar la estructura de las expresiones. Dentro de los tags más usados
se encuentran el tag <mi> para representar variables, nombres de funciones y constantes,
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(a) (b)

Figura 4: Marcado de presentación (a) y contenido (b) en MathML para la expresión
E = mc2

<mo> para representar operadores, <mn> representando números, <mrow> usado para agru-
par otros tags, <msub> y <msup> para indicar sub́ındices y supeŕındices, respectivamente,
y <mfrac> para codificar fracciones.

Un ejemplo del marcado de presentación para la expresión E = mc2 está en la figura 4a.
Algo interesante a destacar de la figura es el uso de &InvisibleTimes;, el cual representa
al operador de la multiplicación, que está impĺıcitamente en la ecuación, pero que no se
refleja de manera expĺıcita.

3.1.2. Marcado de contenido

El marcado de contenido entrega una manera expĺıcita de codificar el significado o
semántica de la expresiones matemáticas, de manera no ambigua. Consta de 129 tags
para codificar las expresiones, de los cuales los tags <apply>, <ci> y <cn> son los más
comúnmente usados. El tag <apply> es usado para representar la aplicación de una fun-
ción o un operador sobre sus argumentos. Por su parte, el tag <ci> se utiliza para codificar
variables y el tag <cn> hace algo similar, pero con los números.

Para la misma ecuación E = mc2, su representación con marcado de contenido está en
la figura 4b. En la figura se puede apreciar que la manera de aplicar el tag <apply> es
indicando primero cuál será el operador a aplicar y a continuación indicando cuáles serán
los operandos sobre los cuales actuará el operador.
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3.1.3. La decisión de usar marcado de contenido para representar las entradas

La representación de las expresiones matemáticas que entrega el marcado de pre-
sentación es lo más cercano a la manera a como se leeŕıa. Sin embargo, el marcado de
presentación no es suficiente para construir un software de verbalización de expresiones
matemáticas, ya que en ocasiones es ambiguo. Esto se debe a que la notación matemática,
a pesar de ser más rigurosa que el lenguaje natural, es algunas veces ambigua, dependiente
del contexto y vaŕıa según área del conocimiento, localización, etc. Por ejemplo, para la
expresión f−1 se pueden obtener al menos 2 interpretaciones, la función inversa de f o la
variable f elevado a −1, las que con el marcado de presentación se codificaŕıan como se
muestra en la figura 5. Como se puede apreciar, en ambos casos se utiliza como elemento
principal el tag <msup>, por lo que se puede concluir que no existe ningún elemento signi-
ficativo que permita hacer la distinción entre la función inversa y la potencia, ya que los
otros elementos son comunes para cualquier fórmula.

Usando el marcado de contenido se eliminan los problemas de ambigüedad, debido
a que es la semántica la que se codifica. Sin embargo, el traslado de expresiones con el
marcado de contenido a lenguaje natural no es directo. La codificación en marcado de
contenido para la expresión anterior con sus 2 interpretaciones se muestra en la figura 6.
En ella se puede apreciar claramente que el tag </inverse> identifica a la función inversa
y el tag </power> caracteriza a la potencia.

Otra ventaja que posee el marcado de contenido por sobre el marcado de presentación
es que existen herramientas que permiten el paso de contenido a presentación, por ejemplo
[19]. En cambio, debido a los problemas de ambigüedad, no existen herramientas para la
conversión de presentación a contenido.

Para el desarrollo de esta memoria de t́ıtulo se optó por el marcado de contenido para
convertirlo a lenguaje natural, debido a que el problema de ambigüedad que presenta el
marcado de presentación es más complicado de solucionar que convertir marcado de con-
tenido en lenguaje natural.

Además de esto, en [20] se demuestra que XML, ya sea como mecanismo de transfor-
mación o como medio para la representación de los datos, puede ser usado en generación
de lenguaje natural, lo que viene a apoyar aún más la elección de MathML como medio
de representación de las expresiones matemáticas.
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(a) (b)

Figura 5: Marcado de presentación para f−1 (inversa) (a) y f−1 (potencia) (b)

(a) (b)

Figura 6: Marcado de contenido para f−1 (inversa) (a) y f−1 (potencia) (b)

3.2. Fórmulas matemáticas en la Web

Las fórmulas matemáticas en la Web, por lo general, se publican en forma de imagen.
En el caso de Wikipedia16, uno de los repositorios de información más grandes que existen,
además de mostrar la imagen que representa a cada fórmula matemática, se entrega su
codificación LATEX, usando el atributo alt del tag <img/> de HTML17. Un ejemplo18 de
esto se puede ver en la ecuación 1:

γ =
1√

1− v2

c2

(1)

que es codificada con las siguientes ĺıneas HTML:

<img

class="tex"

src="image.png"

alt="\gamma =\frac{1}{\sqrt{1-\frac{v^2}{c^2}}}"

/>

16Wikipedia: La enciclopedia libre. 2010. http://www.wikipedia.org/
17HTML: HyperText Markup Language. 2010. http://www.w3.org/html/
18http://es.wikipedia.org/wiki/Teoŕıa de la relatividad especial
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Wikipedia además puede ser descargada en formato XML19. En este formato las
expresiones matemáticas están marcadas por el tag <math>, codificadas en formato
LATEX. Aprovechando esto, se decidió contar todas las fórmulas matemáticas que están
en Wikipedia y luego obtener cuáles son los operadores o śımbolos matemáticos más usa-
dos. Con este objetivo se desarrolló un script, el cual extráıa las expresiones matemáticas
de Wikipedia, pudiendo extraer 355.684 expresiones matemáticas, repartidas en 26.174
art́ıculos de Wikipedia. Posteriormente se contaron cuáles eran los operadores más utiliza-
dos, llegando a la tabla 1.

En la tabla 1, se entrega en la primera columna el nombre de las palabras claves de
LATEX más usadas en fórmulas matemáticas, entre los que se encuentran principalmente
operadores matemáticos. La segunda columna muestra el número total de apariciones
de cada palabra clave, mientras que la tercera columna entrega la cantidad de fórmulas
en la que aparece cada palabra clave de LATEX. Finalmente, la cuarta columna muestra
un ejemplo de aplicación de cada palabra clave relacionada con fórmulas matemáticas.
Se omitieron de la tabla las operaciones básicas (adición, substracción, multiplicación y
división), letras griegas y śımbolos matemáticos especiales como ∞, pues son parte del
uso más común de las expresiones matemáticas. Como casos especiales, las palabras clave
frac y over fueron consideradas como una sola, ya que ambas son utilizadas para rep-
resentar fracciones. La misma situación ocurrió con rightarrow - to, leq - le y bar -
overline. Como se aprecia en la tabla, los sub́ındices son los más utilizados en las expre-
siones matemáticas, seguidos de los supeŕındices y/o potencias. Se puede apreciar una baja
notable en la cantidad de apariciones al llegar a la tercera mayoŕıa, las fracciones. Una ba-
ja importante, aunque más pequeña que la anterior, se aprecia en la cuarta mayoŕıa, raices.

En la figura 7 se muestra la correlación entre la cantidad total de apariciones de cada
palabra clave de LATEX contra la cantidad de fórmulas en las que aparece cada palabra
clave. En la figura de puede apreciar una gran pendiente en los puntos que involucran a
sub́ındices, supeŕındices y fracciones en ambas ĺıneas, lo que quiere decir que son los más
repetidos y los más usados en las fórmulas matemáticas de Wikipedia. El coeficiente de
correlación de Pearson entre ambas curvas o series de datos tiene un valor de 0.99, lo que
muestra que están muy correlacionados el número de apariciones de cada palabra clave de
LATEX y la cantidad de fórmulas en la que cada palabra es utilizada.

Lamentablemente, no todas la palabras clave u operadores de la tabla 1 tienen su
correspondiente representación en content MathML. Palabras clave como _(sub́ındice),
\choose (coeficiente binomial), \ldots (elipsis) y \pm (±) no pueden ser representados

19English Wikipedia dumps in SQL and XML. 2010. http://download.wikimedia.org/enwiki/
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Palabra clave Total apariciones Total fórmulas Ejemplo
(sub́ındice) 287168 132419 an+2

ˆ(supeŕındice) 167479 87456 (1 + x)k+1

frac + over 77425 48763 z−1
z+1

sqrt 14647 11279 9
√

3/2

partial 14576 5067 ∂f
∂x

rightarrow + to 13316 11057 h→ 0
sum 13225 10754

∑n
i=1wi

in 12316 10683 x ∈ X
int 9961 7629

∫ 2π

0
f(x)

times 8428 6134 X × Y
leq + le 7327 5432 |z + w| ≤ |z|+ |w|

bar + overline 6555 4666 ā
cos 6091 4371 cos(x+ y)
sin 6083 4380 sin θ
hat 5866 3808 ĉ
vec 4600 2578 ~x

ldots 4463 3638 1, 2, 3, . . . , 100
cdots 4211 3426 1 + r + r2 + r3 + · · ·+ rn

log 4187 3047 log10 1000 + 1 = 3 + 1
dots 3629 2927 x1, x2, x3, . . . , xn
ln 3271 2336 lnx− 4

otimes 2552 1695 X ⊗ Y
lim 2464 2126 ĺımi→∞ µ(Ei)

choose 2361 1269
(
n
k

)
approx 2326 2200 5

√
3a2 ≈ 8,66025404a2

dot 2308 1664 xẏ − yẋ
forall 2271 1809 ∀x : φ(x)
circ 2153 1608 h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f
pm 2026 1561 a± b

equiv 2001 1779 n ≡ 2, 3
geq 1874 1724 xn2 ≥ xn1

Tabla 1: Palabras clave de LATEX más usadas en Wikipedia para representar expresiones
matemáticas
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Figura 7: Correlación entre el total de apariciones de las palabras claves de LATEX versus
la cantidad total de fórmulas en las que aparece cada palabra clave

a través de content MathML. En la tabla 2 se muestran las palabras clave de LATEX de
la tabla 1, usadas para representar expresiones matemáticas, y su equivalente en content
MathML.

3.3. WebAnywhere

Los screen readers, software que permiten conocer el contenido que se muestra en la
pantalla de un computador en forma auditiva, son de gran utilidad para personas que
tienen alguna discapacidad visual. Lamentablemente, el costo de estos software es muy
elevado, cercado a los 1000 dólares por cada instalación, debido a su complejidad, merca-
do relativamente pequeño y altos costos de soporte [2]. El alto costo hace que los screen
readers no estén al alcance de la mayoŕıa de las personas y que las instituciones que
pueden adquirirlos sólo los instalen en un número reducido de computadores, limitando
las opciones de personas con discapacidad visual de acceder a uno de estos equipos. Otras
alternativas de screen readers son portables, de manera tal que no estén atadas a la in-
stalación en un sólo computador, sin embargo, no siempre se cuenta con permisos para
instalar nuevos programas en todos los equipos, en especial en computadores públicos,
como los que están en bibliotecas, laboratorios, etc. Un buen screen reader debeŕıa tener
un bajo costo, para que pueda ser usado por la mayoŕıa de las personas con problemas
visuales, y no necesitar instalación, para que pueda ser utilizado en cualquier computador.

La figura 8 muestra la oferta de screen readers según su portabilidad y costo por
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LATEX Content MathML LATEX Content MathML
ˆ <power/> sin <sin/>

frac + over <divide/> log <log/>
sqrt <root/> ln <ln/>

partial <partialdiff/> otimes <outerproduct/>
rightarrow + to <tendsto/> lim <limit/>

sum <sum/> approx <approx/>
in <in/> forall <forall/>
int <int/> circ <compose/>

times <cartesianproduct/> equiv <equivalent/>
leq + le <leq/> geq </geq>

cos <cos/>

Tabla 2: Palabras clave de LATEX y su representación en Content MathML

usuario. En la gráfica se observan tres categoŕıas de dispositivos que apoyan la accesibili-
dad según su portabilidad: software, dispositivos móviles y los que pueden ser usados en
cualquier computador. El primer grupo presenta tanto alternativas de bajo costo, como
FireVox, como de un costo mayor, como es el caso de JAWS y Windows Eyes. Este grupo
es el que presenta la menor portabilidad de todos. En el grupo de los dispositivos móviles se
pueden encontrar opciones con una mayor portabilidad que el primer grupo, sin embargo
es donde se encuentran los dispositivos de mayor costo, pues se tratan de hardware. Entre
las soluciones planteadas están los computadores portátiles con algún screen reader insta-
lado, teléfonos móviles y la más costosa de todas, PDA basadas en Braille. Finalmente, el
tercer grupo provee de alternativas muy portables y baratas. Dentro de ellas, la que más
se ajusta al objetivo de esta memoria es WebAnywhere, pues no requiere instalación en los
equipos utilizados por las personas con problemas visuales, además de ser gratuito. Por es-
tas razones, WebAnywhere será el screen reader utilizado en el desarrollo de esta memoria.

WebAnywhere es un screen reader basado en la Web, que puede ser usado por personas
con discapacidad visual para acceder la Web desde casi cualquier computador que tenga
tanto conexión a Internet como salida de audio [2]. La portabilidad de WebAnywhere se
debe a que se instala en un servidor, al cual se conectan los usuarios que deseen utilizarlo,
desde cualquier computador que tenga conexión a Internet, por lo que no es necesario que
se instale en cada equipo. Con los niveles de penetración de Internet, conseguir un com-
putador con conexión a Internet no debeŕıa ser una limitante, sin embargo, para el caso
de computadores sin conexión a Internet, WebAnywhere puede ser instalado en el mismo
computador (aunque no fue pensado para ser usado de esta manera). Con esto, cualquier
institución, ya sea pública o privada, o persona natural que desee apoyar la accesibilidad
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Figura 8: Clasificación de dispositivos que apoyan la accesibilidad, entre ellos los screen
readers, según su portabilidad y costo [2].

de la información puede tener alojado WebAnywhere en sus servidores para que cualquier
persona pueda acceder a él.

El funcionamiento de WebAnywhere es el siguiente: recibe como entrada la URL de la
página que el usuario quiere visitar, obteniendo la estructura DOM de esa página. A través
de un modelo off-screen. provee varias combinaciones de teclas que permiten navegar esa
estructura DOM, hablando cada nodo de la estructura a medida que se va navegando.
Si el usuario no utiliza ninguna combinación de teclas, por defecto WebAnywhere realiza
un recorrido Depth First Search (DFS) de la estructura DOM. Hay ciertos nodos de la
estructura (etiquetas HTML), como <img/> y <a> que son indicados de manera expĺıcita
por WebAnywhere, para que los usuarios noten la existencia de estos. Aśı, cuando We-
bAnywhere se encuentre con un link a Google, por ejemplo, lee “Link Google” y cuando se
encuentra con una imagen de la forma <img src="..." alt="fórmula matemática" />

lee “Imagen fórmula matemática”.

Una de las limitaciones de Webanywhere es que sólo puede ser utilizado para leer
contenido que está presente en la Web y no documentos que pueden estar en el computador
que se esté utilizando, como archivos de texto, pdf, entre otros.
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3.4. Generación de lenguaje natural

La generación de lenguaje natural puede ser clasificada, según su utilización, en dos
categoŕıas distintas. La primera corresponde a sistemas dependientes de la aplicación, los
que tienen una fundamentación teórica-lingǘıstica casi nula y, por otro lado, están los
sistemas que tienen una buena fundamentación teórica-lingǘıstica, siendo más generales
[21].

Los sistemas basados en templates forman parte de la primera categoŕıa, los cuales
mapean una entrada no lingüistica, como datos, sin usar representaciones intermedias, a
una estructura lingǘıstica que sirve como salida. Un ejemplo de esto, obtenido de [21], es
el siguiente: un sistema basado en templates podŕıa generar lenguaje natural que esté rela-
cionado con la salida de trenes desde estaciones tomando como entrada el número del tren,
la localidad donde está situada la estación y la hora en la que deja la estación. De esta
manera, con una entrada como Salida(tren306, localizacionConcepcion, hora10:00) y un tem-
plate como El tren [tren] está dejando [localizacion] ahora se pueden obtener
textos como El tren 306 está dejando Concepción ahora. Este template es aplicable sólo
para aquellos trenes que estén saliendo de alguna estación en el presente, debiendo generar
otros templates para referirse a situaciones futuras o pasadas.

Por otro lado, en la segunda categoŕıa se encuentran los llamados sistemas estándar
de generación de lenguaje natural, los cuales tienen un mapeo menos directo de la entrada
a la salida, en comparación con el primer grupo. Los sistemas con este enfoque toman la
entrada, sometiéndola a sucesivas transformaciones hasta obtener el resultado final. Estas
transformaciones consideran la mayoŕıa de los aspectos de la lingǘıstica, como tiempo,
género, etc, para ser aplicados a la información de entrada. Utilizando un ejemplo similar
al anterior, de la siguiente sucesión de transformaciones:

Dejarpresente(trendemostrativo, Concepcion, ahora)

se puede generar el texto este tren está dejando Concepción ahora. La principal gracia
de esta alternativa es la generalidad que puede dar, pues basta con considerar Dejarfuturo
para obtener oraciones en tiempo futuro, sin embargo es más complejo de tratar que el
enfoque basado en templates, ya que considera más variantes lingǘısticas.

A pesar de ser considerados como grupos distintos, los enfoques basados en templates
y estándar son Turing equivalentes [21] entre śı. A pesar de esto, el enfoque basado en
templates ha sido considerado como inferior al enfoque estándar, con respecto a lo bien
fundado, calidad y variación de la salida y mantenimiento.

Con las fórmulas matemáticas pasa algo particular, debido a que las verbalizaciones
de las expresiones matemáticas no consideran tiempo, género, adjetivos, entre otros. En
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otras palabras, al momento de leer fórmulas matemáticas no hay distinción entre presente,
pasado y futuro, no son ni masculino ni femenino y no possen calificativos. Esta simplici-
dad lingǘıstica de las expresiones matemáticas hace que el enfoque estándar para generar
lenguaje natural a partir de alguna representación de expresiones matemáticas sean más
de lo que se necesita realmente, con lo que el enfoque basado en template surge como una
mejor alternativa debido a su simplicidad.

En esta memoria de t́ıtulo, debido a las particularidades de la verbalización de las
expresiones matemáticas, se utlizará un enfoque basado en templates para realizar la
generación de lenguaje natural a partir de la codificación en MathML de las expresiones.
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4. Reglas para leer fórmulas matemáticas

En la tabla 2 se muestran los operadores matemáticos más utilizados en Wikipedia
que tienen una representación en content MathML. Estos operadores serán considerados
como el conjunto mı́nimo de operadores que podrán ser verbalizados por el prototipo final
de esta memoria. De esta manera, al verbalizar la mayoŕıa de los operados más usados,
el prototipo abarcará la mayoŕıa de las expresiones matemáticas. Como se explicó en la
sección 3.4, se usará un generador de lenguaje natural basado en templates, por lo que son
necesarios templates que representen la manera más usual de leer expresiones matemáticas.

Con el objetivo de encontrar un conjunto de reglas que permitan leer expresiones
matemáticas, se entrevistó a 3 profesoras de la Universidad de Concepción, con experien-
cia en matemáticas, que pudieran dar luces de cuales seŕıan las reglas para leer las fórmulas.
Las personas entrevistadas fueron Myriam Vicente20, profesora asistente del Departamen-
to de Matemática, Lilian Salinas21, profesora asistente del Departamento de Ingenieŕıa
Informática y Ciencias de la Computación, y Anah́ı Gajardo22, profesora asistente del
departamento de ingenieŕıa matemática. La conclusión de las tres entrevistas fue que no
existe tal conjunto de reglas para leer fórmulas matemáticas, ya que es muy dependiente
del lugar geográfico, colegio y edad de las personas el como leen expresiones matemáticas.
Por ejemplo a

b
puede ser léıda como “a dividido por b” o “a sobre b”, mientras que para

otras personas “a sobre b” es la verbalización del coeficiente binomial
(
a
b

)
. Además, per-

sonas de mayor edad conoćıan a las fracciones como “números quebrados”, término que
con el tiempo derivó en el término “fracciones”.

Debido a la inexistencia de las reglas para leer expresiones matemáticas, se decidió re-
alizar una encuesta de la forma en la cual las personas leen las expresiones matemáticas.
La encuesta incluyó los operadores presentes en la tabla 2 y se le solicitó a 60 personas
responderla, de los cuales 38 la respondieron efectivamente. La encuesta fue aplicada en-
tre el 10 de Noviembre del 2010 y el 2 de Diciembre del mismo año. Entre las personas
que respondieron la encuesta se encontraban estudiantes de distintas áreas de la inge-
nieŕıa (informática, industrial, electrónica, civil), estudiantes de derecho, estudiantes de
matemática, profesores universitarios y estudiantes de educación media. Las fórmulas que
se usaron para realizar la encuesta fueron 21 y se muestran en la tabla 3; las fórmulas en
la tabla incluyen todos los operadores de la tabla 2. Para aplicar la encuesta, se creó una
página Web23, en la cual, las fórmulas se codificaron en presentation MathML. Para cada
expresión se dispońıa de un cuadro de texto para que los encuestados pudieran escribir la

20http://dmat.cfm.cl/faculty/mvicente.html
21http://www.inf.udec.cl/index.php/departamento/academicos/lilian-salinas-ayala-phd
22http://www.ing-mat.udec.cl/~anahi/
23La encuesta se encuentra disponible en http://atenea.inf.udec.cl/~jfuentess/encuesta
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Fórmula Fórmula
x+ 1

x− 1
3 ≤ 3 ≤ 4

x3 + y5 sin(cosx+ x3)
n
√
a log3 x+ ln a

∂2f(x, y)

∂x∂y
A⊗B

x2 → a2 ĺım
x→0

sinx

b∑
x=a

f(x) π ≈ 22/7∑
x∈B

f(x) ∀x : (x− x = 0)

a ∈ A (f ◦ g)(x) = f(g(x))∫
sin = cos a ≡ ¬¬a∫ 1

0

x2dx 4 ≥ 3 ≥ 3

A×B

Tabla 3: Fórmulas usadas en la encuesta para obtener la manera más usual de leer expre-
siones matemáticas

o las maneras en las que léıan las distintas expresiones. Un fragmento de la página Web
utilizada se puede ver en la figura 9. En la figura se puede apreciar las instrucciones para
responder la encuesta, entre las cuales las más importantes son:

Para cada fórmula matemática, por favor, escriba la(s) manera(s) en la que usted la
lee habitualmente.

Si usted lee de distintas maneras un expresión, escŕıbalas en orden de uso (de las
más usada a la menos usada).

Por ejemplo F = ma corresponde a “F igual a m por a”.

Se recomendaba utilizar el navegador Web Firefox, debido a que Firefox soporta de
manera nativa presentation MathML, a diferencia de otros navegadores, como Internet
Explorer y Chrome, en los que se debe instalar complementos adicionales.

Como resultado de la encuesta se recibieron 772 respuesta en total, repartidas en cada
fórmula como se muestra en la tabla 4
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Figura 9: Fragmento de la página Web diseñada para aplicar la encuesta
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Fórmula Cantidad respuestas Fórmula Cantidad respuestas
x+ 1

x− 1
42 3 ≤ 3 ≤ 4 38

x3 + y5 49 sin(cosx+ x3) 40
n
√
a 42 log3 x+ ln a 37

∂2f(x, y)

∂x∂y
38 A⊗B 12

x2 → a2 32 ĺım
x→0

sinx 36

b∑
x=a

f(x) 41 π ≈ 22/7 36∑
x∈B

f(x) 33 ∀x : (x− x = 0) 36

a ∈ A 43 (f ◦ g)(x) = f(g(x)) 34∫
sin = cos 36 a ≡ ¬¬a 29∫ 1

0

x2dx 37 4 ≥ 3 ≥ 3 41

A×B 40

Tabla 4: Cantidad de respuestas de la encuesta aplicada
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Se puede apreciar en la tabla 4 que la fórmula con menor cantidad de respuestas fue
A⊗B, pudiendo ser por desconocimiento del operador ⊗ o por la ambigüedad del mismo,
lo que se discutirá más adelante.

Cada una de las 772 respuestas fue agrupada según su similaridad sintáctica y semánti-
ca. De esta manera, por ejemplo, “x más 1, dividido en x menos 1” es sintácticamente difer-
ente a “x más 1 dividido por x menos 1”, pero ambas son semánticamente iguales. Una
vez agrupadas las respuestas se procedió a contar cuántos grupos se formaron y cuántas
respuestas hab́ıa en cada grupo. En la mayoŕıa de los casos, la respuesta más común (la
que tiene el grupo sintáctico más grande) fue escogida como el template que representa a la
fórmula y a todas las fórmulas similares. La lista de templates derivados de las respuestas
de la encuesta se encuentran plasmados en la tabla 5. La segunda columna de la tabla
corresponde a los templates derivados de cada fórmula de la primera columna. Los “co-
modines” utilizados en la definición de los templates son: $OPx$, con x ∈ N, representa a
los operandos sobre los cuales los operadores con aplicados. Por ejemplo, para la expresión
x + 1 los operandos son x y 1, mientras que + es el operador. $GRADO$ es el grado de
una ráız. $VAR$ representa a las variables independientes involucradas en las integrales,
derivadas, ĺımites, etc. $LIMx$, con x ∈ N, es el rango de aplicación de un operador dado.
Para terminar, $BASE$ es la base de un logaritmo. La tercera columna corresponde al
nivel de “confianza” del template escogido. El número de la izquierda es el porcentaje
de las respuestas que tiene la misma o muy similar sintaxis, es decir, que pertenecen al
mismo grupo sintáctico. Por su parte, el número de la derecha corresponde a la “confianza
semántica” del número de la izquierda. La “confianza semántica” corresponde a la can-
tidad total de grupos semánticos presentes en cada fórmula, por lo que tiene un sentido
de dispersión. De esta manera, un template que tenga una “confianza semántica” elevada
se considera poco confiable, pues las respuestas de las que se derivó están más dispersas
(es una fórmula que genera ambigüedad), en cambio, si la “confianza semántica” es 1, se
está en presencia de un concenso perfecto.

El template de la expresión x3 + y5 no corresponde al template del grupo con mayor
cantidad de respuestas, sino que corresponde al que obtuvo la segunda mayoŕıa. El tem-
plate que contaba con la primera mayoŕıa es “$OP$ al $GRADO$” (por ejemplo, “x al
cubo”), sin embargo, este template no es lo suficientemente general, ya que para grados
mayores, por ejemplo, un polinomio grado 30 no se usa este template para leerse las ex-
presiones. Por esta razón se optó como template definitivo a aquel que contaba con la
segunda mayoŕıa, pues es más general. Por su parte, el template que captura la expresión
x2 → a2 no es el que obtuvo la mayoŕıa. El template que contaba con la mayoŕıa para
esta expresión es “$OP1$ implica $OP2$”. Esta confusión por parte de los encuestados
se debió a que el śımbolo → es ambigüo, ya que se usa tanto en implicaciones lógicas
como en el operador “tiende a”. Donde no hubo un concenso fue en la expresión A ⊗ B.
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ĺı
m

x
→

0
si

n
x

Ĺ
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Tabla 5: Templates derivados de la encuesta
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Aqúı se obtuvieron tres templates, los tres con una frecuencia muy baja y una alta dis-
persión (confianza semántica de 8). Esto significa que el operador ⊗ es muy ambigüo y
poco conocido. Finalmente, el template de la expresión (f ◦g)(x) = f(g(x))) es la segunda
mayoŕıa, siendo la primera “$OP1$ o $OP2$”. La razón por la que se eligió finalmente
la segunda mayoŕıa en desmedro de la primera fue porque esta última se puede confundir
con la verbalización del operador lógico or.

Como conclusión, en la tabla 5 se aprecia que, en general, existe una alta variabilidad
sintáctica a la hora de verbalizar las expresiones matemáticas, es decir, hay varias maneras
de leer las expresiones, sin embargo, existe una baja variabilidad semántica, en general,
lo que quiere decir que a pesar de que se lean de maneras distintas las expresiones, la
intención o concepto es el mismo. Esto es un punto a favor en la metodoloǵıa de “leer” las
expresiones matemáticas usando screen readers, ya que lo importante es que los usuarios
entiendan las expresiones matemáticas (semántica), a pesar de la manera en la que se diga
(sintaxis). Esto valida la alternativa de escoger como template a aquel que se derive del
grupo sintáctico que tiene la mayor cantidad respuestas, siempre y cuando ese template
tenga una baja variabilidad semántica.

Como ya se tienen los templates de las expresiones matemáticas más usadas, el siguiente
paso es implementar un generador de lenguaje natural que utilice estos templates para
verbalizar las expresiones matemáticas.
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Figura 10: Arquitectura del prototipo

5. Implementación

La arquitectura del prototipo implementado para la desarrollo de esta memoria de
t́ıtulo se muestra en la figura 10.

En la arquitectura, WebAnywhere cumple el papel de interfaz, recibiendo la URL de
la página que el usuario desea visitar y retornando el audio del contenido de la página
dada como entrada. Hasta este punto nada distinto a lo que ya realiza WebAnywhere
por si solo. Lo que se agregó en este memoria fue un preprocesado del contenido de la
página dada como entrada, antes de ser generado el audio respectivo. El preprocesado
comienza con el módulo llamado Extracción código HTML, el cual toma como entrada
la URL que el usuario suministró a través de WebAnywhere y retorna el código HTML
correspondiente a esa URL. Con el código HTML capturado, el siguiente paso es extraer
todas las expresiones matemáticas contenidas en la página Web, lo cual se lleva a cabo en
el módulo Extracción fórmulas. Este módulo busca fórmulas matemáticas contenidas en
imágenes, con su respectiva codificación en Content-MathML, en el atributo alt del tag
<img/> y el atributo class instanciado con math, similar a como lo hace Wikipedia. Las
razones para tomar esta opción para expresar las fórmulas matemáticas se discutirá un
poco más adelante. Por ejemplo, para la expresión x2 + 1 el código HTML esperado seŕıa:

<img

class="math"

src="formula.png"

alt="<math><apply><plus/><apply><power/><ci>x</ci>

<cn>2</cn></apply><cn>1</cn></apply></math>"
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/>

Con las fórmulas matemáticas codificadas en Content-MathML el paso siguiente en
la arquitectura es el módulo de Generación de lenguaje natural. Aqúı se implementó un
generador de lenguaje natural basado en templates o plantillas, utilizando las plantillas
descritas en la tabla 5. Por cada expresión matemática obtenida de la página Web, se aplica
el módulo de generación de lenguaje natural, obteniendo de esta manera la verbalización de
cada expresión. La manera en la que este módulo entrega la verbalización de la expresiones
es utilizando el tag <p>, para reflejar el anidamiento de las expresiones. Por ejemplo, para
la expresión anterior, x2 + 1, la salida del módulo de generación de lenguaje natural seŕıa:

<p>

<p> x elevado a 2</p>

más 1

</p>

La inclusión de los tags <p> servirá posteriormente para recorrer las expresiones matemá-
ticas utilizando el teclado, opción que trae incorporada WebAnywhere. De esta manera, se
podrán navegar las distintas partes de las expresiones, recorriendo las estructura DOM de
la página Web, lo que ayudará a tener una mejor comprensión de la estructura y semántica
de la fórmula. Con la verbalización lista, el módulo Modificación página Web se encarga de
incluir en la página Web la verbalización de las fórmulas, en el lugar donde está insertada
la imagen con la fórmula, acompañada con un CSS que mantiene oculta la verbalización
para no cambiar el aspecto original de la página. Esto último da término al preproce-
sado de la página Web, la cual ahora tiene expĺıcitamente la verbalización de todas las
expresiones matemáticas contenidas en ella. A partir de aqúı, WebAnywhere puede seguir
funcionando normalmente, navegando la estructura DOM de la página Web modificada,
permitiéndole a los usuarios conocer las expresiones matemáticas que están contenidas en
la página.

La decisión de pedir que las expresiones matemáticas estuvieran como imágenes, junto
con su codificación en Content-MathML, se basa es que las imágenes son soportadas por
todos los navegadores Web, sin importar el sistema operativo con que trabajen los usuar-
ios. La codificación en Content-MathML le da la semántica de la expresión a la imagen
que la representa. Otra alternativa que se evaluó fue utilizar integramente MathML, rep-
resentando las fórmulas tanto con Presentation-MathML como con Content-MathML, sin
embargo, Presentation-MathML aun no es renderizado por todos los navegadores Web por
defecto. La elección de esta última opción para el uso en esta memoria habŕıa condicionado
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su buen funcionamiento a sólo algunos navegadores, como FireFox y Safari.

La principal ventaja de realizar el preprocesamiento de la página Web, antes de que se
genere el audio, es que entrega una independencia del screen reader que se quiera usar. El
resultado del preprocesamiento es la página Web inicial más la verbalización expĺıcita de
las expresiones matemáticas. El hecho de que la verbalización esté expĺıcita en el código
HTML de la página permite que se pueda utilizar cualquier screen reader para leer la pági-
na Web modificada por el preprocesamiento. En particular, para utilizar WebAnywhere
sólo se debió capturar la URL que el usurio sumistraba a través de WebAnywhere y pos-
teriormente retornarle a WebAnywhere la página modificada, por lo que la intervención al
código de WebAnywhere es casi nula.

Concretamente, una vez que WebAnywhere recibe la URL, ésta es pasada como parámetro
a una página escrita en PHP, la cual es la encargada de aplicar los distintos módulos pre-
sentados en la arquitectura, todos ellos escritos en Python. De esta manera, si la página que
se desea leer es http://www.formulas.cl, la página modificada, que contiene la verbal-
ización de las expresiones, seŕıa algo como http://www.url.cl/preprocesamiento.php?

url=http://www.formulas.cl, claro que esto último es trasparente para el usuario.

5.1. Seguimiento

Para explicar con más detalle el funcionamiento del prototipo, en especial del módulo
de generación de lenguaje natural, se hará el seguimiento de un ejemplo. Asumamos que
contamos con una página Web que contiene la fórmula E = mc2, es decir, dentro del
código HTML de la página se encuentra

<img

class="math"

src="formula.png"

alt="<math><apply><eq/><ci>E</ci><apply><times/><ci>m</ci>

<apply><power/><ci>c</ci><cn>2</cn></apply></apply></apply></math>"

/>

Todo es fácil hasta el módulo de Extracción de fórmulas, el cual extrae el contenido del
atributo alt. Con la codificación de la fórmula en Content-MathML se da inicio al módulo
de generación de lenguaje natural basado en templates.
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Figura 11: Árbol de la ecuación E = mc2 en Content-Mathml

Lo primero que se hace en el módulo de generación de lenguaje natural es aplicar
un proceso de parsing a la entrada, utilizando xml.etree.ElementTree24 de Python. La
expresión luego de ser parseada puede ser recorrida fácilmente a través del árbol que la
representa, como se muestra en la figura 11.

A medida que se recorre el árbol usando el método DF (depth first), los elementos del
mismo se van apilando, a partir de la ráız, en una pila (de ahora en adelante llamada
stack). Las reglas para ir apilando los nodos del árbol, llamadas reglas de apilación, son
las siguientes:

Cada vez que se encuentra un nodo “apply” se apila en stack el string “start”, el
cual indica que se dió inicio a la aplicación de un operador.

Cada vez que se encuentra un nodo “ci” o “cn” se apila el contenido de su nodo hijo.

En cualquier otro caso se apila el nodo sin modificaciones.

Cada vez que se termine de recorrer y apilar todos los nodos bajo un nodo “apply”,
según las reglas apilación o bien ya no queden más nodos que recorrer, se aplica el proceso
de verbalización. Esto se realiza desapilando los elementos que están en stack según las
siguientes reglas, llamadas reglas de desapilación:

24http://docs.python.org/library/xml.etree.elementtree.html
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Desapilar todos los elementos de la pila hasta encontrar el primer elemento “start”.

Luego, a los elementos desapilados se le aplica el proceso de generación de lenguaje
natural.

El texto resultante del punto anterior es apilado en stack.

Volver a aplicar las reglas para apilar elementos en stack, si es que aún quedan nodos
por recorrer. En caso contrario, volver a aplicar las reglas de desapilación hasta que
no queden más elementos que verbalizar.

Para el árbol del ejemplo el recorrido es el siguiente:

El nodo ráız es “apply”, por lo tanto se apila en stack el string “start”.

Luego se avanza hasta el único hijo que tiene, el cual es “eq”, por lo que es apilado.
Hasta este punto stack tiene la siguiente forma [‘start’, ‘eq’], considerando el extremo
derecho como el tope de la pila.

Avanzando a los hijos del nodo “eq”, escogiendo el de la izquierda nos encontramos
con el nodo “ci”. Según las reglas se debe apilar el contenido de su nodo hijo, en este
caso se apila “E ”.

A continuación se avanza hasta el nodo derecho de “eq”, el que corresponde a un
nodo “apply”, por lo que se apila el string “start”.

Se apila “times”, único hijo del nodo “apply” anterior. Hasta aqúı stack tiene la
siguiente forma: [‘start’, ‘eq’, ‘E’, ‘start’, ‘times’].

El hijo de más a la izquierda del nodo “times” es el nodo “ci”, por lo que se debe
apilar el nodo hijo de “ci”, siendo este el nodo “m”.

Como no se puede seguir avanzando por el lado izquierdo, ahora se toma el hijo
derecho del último nodo “apply”. El hijo derecho es el nodo “apply”, por lo que se
apila “start” en stack.

A continuación se apila “power”, único hijo del nodo “apply” anterior.

El nodo “power” tiene como hijo izquierdo a “ci” y como derecho a “cn”, por lo
que se apilan los hijos de ambos, quedando finalmente stack como [‘start’, ‘eq’, ‘E’,
‘start’, ‘times’, ‘m’, ‘start’, ‘power’, ‘c’, ‘2’].

Hasta aqúı, se recorrieron todos los nodos del árbol que representa la expresión matemática,
por lo que el siguiente paso es aplicar las reglas de desapilación. El proceso es el siguiente:

41



La primera regla a utilizar es desapilar todos los elementos de stack hasta llegar
al primer elemento “start”. Los elementos que se van desapilando desde stack se
irán apilando en una pila auxiliar. Aplicando la primera regla de desapilación stack
quedaŕıa [‘start’, ‘eq’, ‘E’, ‘start’, ‘times’, ‘m’] y la pila auxiliar quedaŕıa [‘2’, ‘c’,
‘power’]. Cabe señalar que el elemento “start” es desapilado de stack, más no es
apilado en la pila auxiliar.

Luego, una vez lista la pila auxiliar, es el turno del proceso de generación de lenguaje
natural. Este proceso toma el tope de la pila auxiliar, el que asume es el operador de
la expresión matemática y busca el template o plantilla adecuada a ese operador. Las
plantillas están almacenadas en un diccionario, el cual usa como ı́ndice el nombre de
los operadores. En este caso se busca el template que tiene como ı́ndice a “power”,
el cual es “$OP1$ elevado a $OP2$” (un operador binario, ya que contiene dos
“comodines”, $OP1$ y $OP2$).

Luego de obtener el template adecuado, se procede a reemplazar los “comodines” con
los elementos restantes de la pila auxiliar. El elemento del tope de la pila reemplaza al
“comod́ın” de más a la izquierda, repitiendo este paso hasta que no queden elementos
en la pila auxiliar. Según esto, el “comod́ın” $OP1$ es reemplazado por “c” y $OP2$
por “2”, quedando como resultado “c elevado a 2”.

A continuación, al terminar cualquier iteración del proceso de generación de lenguaje
natural, se añaden en los extremos del texto generado el tag <p>. Para este caso queda
“<p>c elevado a 2</p>”

El texto generado es apilado en stack, con lo que stack queda como sigue: [‘start’,
‘eq’, ‘E’, ‘start’, ‘times’, ‘m’, ‘<p>c elevado a 2</p>’].

Como ya no quedan más elementos que apilar, desde el árbol, en stack, debido a que
todos los que se deb́ıan apilar ya fueron apilados, se vuelven a aplicar las reglas de
desapilación.

Desapilando los elementos de stack hasta el siguiente elemento “start”, la nueva pila
auxiliar queda [‘<p>c elevado a 2</p>’, ‘m’, ‘times’] y stack queda [‘start’, ‘eq’,
‘E’].

Según el proceso de generación de lenguaje natural, el elemento del tope de la pila
auxiliar es el operador, por lo que debe buscar en el diccionario de templates al
template con el ı́ndice “times”, el cual corresponde a “$OP$ *”. Este template tiene
algo particular, el asterisco en su interior, lo que quiere decir que en un operador
n-ario. Todo template n-ario tiene asociado un segundo template, el cual tiene como
objetivo sustituir el asterisco tantas veces como sean necesarias, permitiendo que el
template pueda soportar una cantidad variable de operandos. El segundo template es
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obtenido de un diccionario adicional, que también usa como ı́ndices a los operandos.
En este caso el template adicional para el operador n-ario “times” es “por $OP$ *”.
Siguiendo con el ejemplo, se desapila el elemento del tope de la pila auxiliar, “m”, el
cual reemplaza al “comod́ın” del template principal, quedando “m *”. Como quedan
elementos en la pila auxiliar, el asterisco es reemplazado por el segundo template,
obteniendo “m por $OP$ *”. Luego, se desapila un nuevo elemento de la pila auxiliar
y se reemplaza el “comod́ın” $OP$, resultando en “m por <p>c elevado a 2</p>
*”. Como ya no quedan elementos en la pila auxiliar, el asterisco que aun queda es
eliminado, obteniendo “m por <p>c elevado a 2</p>”.

Se agrega el tag <p>, “<p>m por <p>c elevado a 2</p></p>”, el cual es apilado
en stack.

Finalmente se llegó al último operador. Se desapilan los elementos de stack, el cual
queda vaćıo y la pila auxiliar queda [‘<p>m por <p>c elevado a 2</p></p>’, ‘E’,
‘eq’].

Se busca el template asociado a “eq”, el cual corresponde a “$OP1$ es igual a
$OP2$”.

Se reemplazan los “comodines”, $OP1$ por “E” y $OP2$ por “<p>m por <p>c
elevado a 2</p></p>”, obteniendo “E es igual a <p>m por <p>c elevado a
2</p></p>”.

Se añade en los extremos el tag HTML <p>, “<p>E es igual a <p>m por <p>c
elevado a 2</p></p></p>”.

Se apila en stack.

Como ya no quedan más elementos a los que se les debe aplicar las reglas de desapi-
lación, se toma al único elemento de stack como la verbalización final de la expresión
matemática inicial, E = mc2.

Con la salida del módulo de generación de lenguaje natural lista, se da paso al módulo
de modificación de la página Web. En este módulo se toma la verbalización obtenida en
el módulo anterior y se inserta en el código de la página Web original, a continuación
de la imagen correspondiente a la expresión matemática. Además, la verbalización va
acompañada por el estilo CSS:

.hidden {

display:none;

}
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Este código CSS hace que la verbalización no se muestre a través del navegador Web,
a pesar de que es parte de la estructura de la página Web y con ello visible para We-
bAnywhere o cualquier otro screen reader. Esto permite que la página Web que se quiere
leer no deforme su estructura visible original, entregando la verbalización de una manera
transparente para el usuario final.

En el ejemplo, el resultado final queda de la siguiente manera:

<img

class="math"

src="formula.png"

/>

<div class="hidden">

<p>

E es igual a

<p>

m por

<p>

c elevado a 2

</p>

</p>

</p>

</div>

Cabe señalar que el atributo alt del tag <img> se elimina, debido a que los screen
readers, por lo general, leen lo que está contenido en el atributo alt de los distintos tags
de HTML, lo que ahora ya no es necesario, pues se tiene la versión en lenguaje natural la
expresión matemática lista para que cualquier screen reader, en particular WebAnywhere,
pueda leer en voz alta.

Además de los templates que se muestran en la tabla 5, el prototipo utiliza otros
templates adicionales, asociados a las operaciones básicas de suma, resta, multiplicación
y división, y otras operaciones que no están consideradas dentro de las más utilizadas,
pero que aun aśı fueron inclúıdas para darle un mayor alcance al prototipo, como es
el caso del valor absoluto, factorial, operadores lógicos, operadores de conjuntos y fun-
ciones trigonométricas. Adicionalmente, el prototipo considera el uso de letras griegas en
la definición de las expresiones. De esta manera, el prototipo verbaliza un conjunto mayor
de expresiones matemáticas que el abarcado por las expresiones matemáticas más usadas
en Wikipedia.
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6. Evaluación

El objetivo de esta evaluación es medir, qué tan útil resulta el prototipo al momento
de asistir a personas que no pueden ver expresiones matemáticas.

6.1. Participantes

El ideal para realizar la evaluación es contar con el apoyo de personas que tienen dis-
capacidad visual. Con este propósito, se realizó el contacto con Coalivi25, para intentar
realizar las evaluaciones con las personas que ayuda. Coalivi cuenta con asistencia médi-
ca, óptica y un pequeño colegio dedicados a personas con discapacidad visual. El rango
de edad de los integrantes del colegio llega hasta los 18 años de edad, con asignaturas
que están inclúıdas en los programas del ministerio de educación, sin abarcar necesaria-
mente los programas completos. Esto último representa una limitante, ya que la evalu-
ación incluirá integrales, ĺımites, etc, contenidos que no forman parte de los programas de
matemáticas del ministerio de educación. De este modo, realizar la evaluación con niños de
edad escolar obligará a reducir el espectro de tipos de expresiones que se pueden evaluar,
lo que limitaŕıa bastante los resultados de la evaluación. Debido a esto, es que decidió no
realizar la evaluación con los alumnos de Coalivi, aplazándolo para futuras evaluaciones
de esta memoria.

Para realizar un buena evaluación del prototipo se necesitan participantes que tengan
experiencia usando los tipos de expresiones matemáticas usadas en la evaluación, de man-
era tal que si existe un error en la evalución se deba a que el prototipo falló al apoyar la
accesibilidad y no a que el participante desconoćıa las expresiones. Con esto en mente, se
le pidió a 20 personas, estudiantes de ingenieŕıa con al menos 3 años de antiguedad en sus
respectivas carreras y profesionales de la ingenieŕıa, que evaluarán el prototipo. Entre los
participantes que ayudaron en la evaluación no se encontraban impedidos visuales.

6.2. Est́ımulo

El est́ımulo utilizado en la evaluación consistió de dos páginas Web, cada una con 15
expresiones matemáticas distintas, obtenidas desde Wikipedia de manera aleatoria. Las 15
expresiones de cada página estaban conformadas por operadores contenidos en la tabla
1, además de otros que no estaban en esa tabla para darle una mayor variabilidad, como
es el caso del operador factorial, tangente y subconjunto. La primera página Web fue us-
ada para evaluar indicadores prosódicos (en este caso sólo pausas) y la segunda página
permitió evaluar inidicadores léxicos. Cada una de las fórmulas en ambas páginas fueron
ocultadas de la vista de los participantes usando CSS, de manera tal que no pudieran

25Corporación de ayuda al limitado visual, http://www.coalivi.cl
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Fórmula Fórmula Fórmula
(1− α)k γ = 1√

1−β2
∀x, f(x) ≤ g(x)

√
8a3 tan(x) =

sin(x)

cos(x)
ĺım
n→∞

1

Ln
= λ

M(x) = exp
∫
a(x)dx

s

s2 + w2
(ln(x!) ≈ x ln(x)− x)

g ∈ Ae
∂φ

∂t
+ c2

∂u

∂x
= 0 g ◦ f = e = f ◦ g

c2 → t2 U =
n∑
i=1

Ci
Ti

xu + xv ≥ 1

Tabla 6: Fórmulas utilizadas en la evaluación de indicadores prosódicos.

Fórmula Fórmula Fórmula

z1(x, y) =
x2 + y2

2

∫ b∑
r=a

f(r, x)dx D = M
∂f

∂c
π

180
z = ax ∗ x+ ay ∗ y + d x− x× x ≡ (1− x)× x

E(Y ) = σ

√
2

π
ln(x) = ln(m) + n ln(2) x < N → x+ 1 ≤ N

f(U) ⊂ V sin(
π

2
− θ) = cos θ f(tx+ (1− t)y) ≥ tf(x) + (1 + t)f(y)

yn(x) = −(−x)n(
1

x
)n

cosx

x
(n+ 1)n > nnn ĺım

a→1

a− 1

a+ 1
= 0

Tabla 7: Fórmulas utilizadas en la evaluación de indicadores léxicos.

acceder a la fórmula de manera visual, intentando recrear lo que pasa con personas que
śı tienen problemas visuales. Ambas páginas Web fueron léıdas a los participantes usando
WebAnywhere, leyendo las expresiones de una manera más cercana a como se leen normal-
mente en el caso de la página con indicadores prosódicos y leyendo de manera expĺıcita el
inicio y final de operadores como fracción, seno, sumatoria, etc, para el caso de la página
con indicadores léxicos.

Las fórmulas utilizadas en la evaluación de los indicadores prosódicos están reflejadas
en la tabla 6 y las correspondientes a los indicadores léxicos están en la tabla 7.

El sintetizador de voz utilizado para generar las verbalizaciones en español fue el mismo
que utiliza Google translate, el tiene una versión de español de España.
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6.3. Procedimiento

La evaluación se realizó en un ambiente controlado, el cual considera el uso de un
computador común con acceso a Internet y parlantes o aud́ıfonos, para escuchar la lectura
de las expresiones.

Los participantes recibieron instrucciones al inicio de ambas páginas. Estas instruc-
ciones indicaban que a continuación se leerán, en lenguaje natural, 15 expresiones matemá-
ticas, las que deberán escribir en notación matemática, según creen que han escuchado. Los
participantes escribieron las distintas expresiones en una hoja que se les facilitó, para que
pudieran escribir a mano alzada las expresiones. También, como parte de las instrucciones,
se les informó que por defecto el prototipo leeŕıa de comienzo a fin todas las expresiones,
pero que si en algún momento créıan conveniente detener el avance de la lectura pod́ıan
hacerlo, usando la tecla arriba para retroceder en la lectura y la tecla abajo para avanzar
en la lectura. Una vez comenzada la lectura no se le prestó más apoyo a los participantes,
para no influir involuntariamente en sus respuesta. También cada participante teńıa la
opción de realizar sus comentarios al final de la aplicación de la evaluación, ya sea de
manera escrita en la misma hoja de resultados y de manera oral.

6.4. Resultados

Con las respuestas de los participantes listas, el paso de obtención de los resultados se
realizó de la siguiente manera: Para cada expresión se comparó la expresión correcta contra
la expresión que escribió cada participante para aquella expresión. Si eran iguales se con-
taba como un acierto, en caso contrario como un error. De esta manera, la situación ideal
de la evaluación se daŕıa si es que todos los participantes acertaran a la expresión correcta.

La cantidad de respuestas correctas al revisar las expresiones de la página con indi-
cadores prosódicos está en la tabla 8. Con estos números se obtiene que el prototipo tiene
cerca de un 76 % de efectividad. Esto considera sólo el uso de pausas al momento de leer
las expresiones en lenguaje natural, por ejemplo, para la expresión x+1

3
, se obtendŕıa una

lectura similar a “x más uno (pausa) dividido en tres”.

Por su parte, las respuestas correctas para las pruebas con indicadores léxicos están en
la tabla 9. Se puede obtener de esta tabla, que aproximandamente, el prototipo tiene un
79,3 % de de efectividad usando estos indicadores. Por ejemplo, para la misma expresión
x+1
3

, su verbalización usando indicadores léxicos seŕıa algo como “inico fracción x más
uno (pausa) dividido en 3 fin fracción”. Para estas pruebas, también se usaron pausas
para que pareciera más similar a la manera en la que se leen las expresiones.

La intención de fondo para hacer dos evaluaciones es comprobar qué tan efectivos son el
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Fórmula Correctas Fórmula Correctas

(1− α)k 14
∂φ

∂t
+ c2

∂u

∂x
= 0 18

√
8a3 20 U =

n∑
i=1

Ci
Ti

19

M(x) = exp
∫
a(x)dx 13 ∀x, f(x) ≤ g(x) 20

g ∈ Ae 8 ĺım
n→∞

1

Ln
= λ 14

c2 → t2 17 (ln(x!) ≈ x ln(x)− x) 14
γ = 1√

1−β2
19 g ◦ f = e = f ◦ g 17

tan(x) =
sin(x)

cos(x)
17 xu + xv ≥ 1 10

s

s2 + w2
8

Tabla 8: Cantidad respuestas correctas para indicadores prosódicos.

uso de indicadores prosódicos simples (pausa) y los indicadores léxicos, unidos con pausas.

6.5. Discusión

Observando los resultados, se puede apreciar que el uso de indicadores léxicos entrega
mejores resultados que el uso de indicadores prosódicos simples. Sin embargo, esta supe-
rioridad es baja, por lo que se necesita hacer un análisis más minucioso de los resultados
para lograr concluir algo más acertado.

En la tabla de respuestas correctas usando sólo indicadores prosódicos, se aprecia que
existen 3 expresiones matemáticas que obtvieron puntajes muy bajos, inferiores a 13. En
el caso de las expresiones g ∈ Ae y xu + xv ≥ 1, la razón del por qué obtuvieron bajos
puntajes es similar. El problema ocurre en dos lugares, el primero de ellos es el sintetizador
de voz, debido a que los sub́ındices los lee unidos o pegados a la base del sub́ındice, por
ejemplo, xu es léıdo como “xsubu”. Esto causa que no se pueda distinguir claramente de
qué expresión se trata. Además, actualmente, WebAnywhere es incapaz de controlar el
tiempo, tono, timbre, velocidad, etc, de la verbalización. Si esto último fuera posible, al
momento de leer una expresión que contiene sub́ındice, se podŕıa reducir la velocidad para
dejar más claro cuál es la expresión. Para el caso de la expresión s

s2+w2 , los 12 participantes
que respondieron mal contestaron s

s2
+w2. Esto quiere decir que el problema pasa porque

el anidamiento de esta expresión no pudo ser capturado usando sólo pausas.
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Fórmula Correctas Fórmula Correctas

z1(x, y) =
x2 + y2

2
13 sin(

π

2
− θ) = cos θ 20

π

180
19 (n+ 1)n > nnn 13

E(Y ) = σ

√
2

π
18 D = M

∂f

∂c
18

f(U) ⊂ V 15 x− x× x ≡ (1− x)× x 20

yn(x) = −(−x)n(
1

x
)n

cosx

x
3 x < N → x+ 1 ≤ N 20∫ b∑

r=a

f(r, x)dx 15 f(tx+ (1− t)y) ≥ tf(x) + (1 + t)f(y) 7

z = ax ∗ x+ ay ∗ y + d 18 ĺım
a→1

a− 1

a+ 1
= 0 19

ln(x) = ln(m) + n ln(2) 20

Tabla 9: Cantidad respuestas correctas para indicadores léxicos.

Con respecto a los resultados de tabla 9, a pesar de que en promedio tiene una mejor
evaluación, también tiene las expresiones con más baja cantidad de respuestas correctas,

yn(x) = −(−x)n(
1

x
)n

cosx

x
con 3 respuestas correctas y f(tx+(1−t)y) ≥ tf(x)+(1+t)f(y)

con 7 respuestas correctas. Los indicadores léxicos que se usaron trabajaban sobre frac-
ciones, sumatorias, integrales, derivadas, ráıces, senos, cosenos, logaritmos y ĺımites, indi-
cando el inicio y fin de cada uno, cada vez que son aplicados. Observando las expresiones
que obtuvieron menos respuestas correctas se aprecia que tienen varios paréntesis, los que
no fueron representados en la verbalizados con indicadores léxicos, sino que sólo usando
pausas. Esto último puede ser la causa del por qué obtuvieron tan malas respuestas. Seŕıa
interesante repetir la evaluación utilizando indicadores léxicos para los paréntesis y obser-
var si las respuestas positivas aumentan. La razón de por qué esto no fue implementado
ahora, sino que fue dejado para el futuro, es debido a que Content-MathML no representa
expĺıcitamente los paréntesis en su notación, sino que usa el anidamiento de sus etique-
tas para representar los paréntesis. De hecho, cada vez que hay anidamiento en Content-
MathML, se podŕıa entender que existen paréntesis que engloban los distintos argumentos,
lo que no quiere decir necesariamente que serán representados de manera visual, ya que
también pueden ser omitidos. Para poder hacer expĺıcitos los paréntesis no basta con usar
solamente Content-MathML, sino que habŕıa que usar además Presentation-MathML, lo
que está fuera del alcance de esta memoria.

Los participantes teńıan la alternativa de dar sus opiniones y/o comentarios sobre el
prototipo, destacando 2 observaciones, ya que fueron mencionadas por más de un par-
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ticipante. La primera fue que la evaluación con indicadores prosódicos fue más fácil de
completar, lo cual se vió reflejado en menos tiempo usado para responder. Esto se debe a
que el uso de pausas, para describir expresiones matemáticas, es más cercana a la manera
tradicional que las personas utilizan para leer fórmulas. La segunda observación trata so-
bre el esfuerzo necesario para responder ambas encuestas. Resulta que para muchos de los
participantes, completar las 15 expresiones con indicadores léxicos, les resultó más agota-
dor, debido a que las verbalizaciones de las expresiones son más largas y que se debe estar
atento en cada momento para saber cuándo termina una operación y cuándo comienza
otra, ya que se dicen de manera expĺıcita. Sin embargo, a pesar de la carga cognitiva
adicional que agrega el uso de indicadores léxicos, también les dió a los participantes, o
al menos a la mayoŕıa, una mayor confianza en sus respuestas, pues estaban seguros que
hab́ıan iniciado y terminado correctamente los distintos operadores.

La navegación de las fórmulas por teclado fue de mucha ayuda y bien valorada por los
participantes. Ya que los participantes no estaban acostumbrados a utilizar herramientas
como la presentada en el prototipo, no lograban captar toda la información de las páginas
Web en un recorrido lineal. Gracias a que exist́ıa la alternativa de usar el teclado para
avanzar y retroceder en las expresiones, los participantes pudieron analizar de una manera
más profunda las expresiones, avanzando a su propio ritmo. Esto ayudó a que la cantidad
de respuestas correctas aumentaran, aumentando el porcentaje de expresiones que el pro-
totipo hizo accesible correctamente.

Finalmente, la evaluación da como mejor alternativa el uso de indicadores léxicos, de-
bido a que obtuvo una mayor cantidad de respuestas acertadas, sin embargo, conlleva una
carga cognitiva más grande, lo que hace que sea una alternativa más lenta de utilizar y
más agotadora. La alternativa que obtuvo menos resultados positivos, en la evaluación,
resultó ser la alternativa más cómoda para que los participantes pudieran acceder a las ex-
presiones. En definitiva, ninguna alternativa se puede considerar completamente predomi-
nante sobre la otra. Quizá una buena alternativa sea agregar indicadores extralingǘısticos,
por ejemplo, reemplazar las pausas o paréntesis por un sonido que sea caracteŕıstico, como
un bip, click, etc, permitiendo hacer una distinción entre las pausas inherentes al lenguaje
natural y las pausas generadas para reflejar anidamiento en las expresiones matemáticas.
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7. Conclusiones

La manera en la que se abordó el problema de hacer accesible las expresiones matemá-
ticas, realizando un preprocesado de la página que se quiere hacer accesible, permite que la
solución sea más general. Esta generalidad se ve reflejada de varias maneras; una de ellas
es que la solución planteada es independiente del screen reader que los usuarios utilicen,
lo que representa una gran ventaja, ya que los potenciales usuarios no deben adaptarse a
esta solución (de hecho, si la solución necesitara que los usuarios cambiaran su manera de
trabajo habitual, probablemente no la usaŕıan), si no que la solución es lo suficientemente
general para ser integrada con cualquier screen reader. Otra manera en la que la solución
planteada es general, es cuando hablamos de las distintas codificaciones que existen para
codificar expresiones matemáticas, pues si bien el prototipo utiliza Content-MathML para
realizar la verbalización, existen varias herramientas disponibles para trasladar de otros
formatos a Content-MathML, por lo que la codificación de las expresiones no debeŕıa ser
una limitante.

La evaluación del prototipo demostró que es necesario definir delimitadores, que sean
claros, para describir las expresiones matemáticas sin caer en errores debido al anidamien-
to de las expresiones, como los encontrados en la evaluación. De la evaluación también
se puede concluir que esos delimitadores que son necesarios pueden ser tanto léxicos,
prosódicos o incluso extralingǘısticos. Definir delimitadores que sean claros permitirá que
las interpretaciones que los usuarios hagan de las verbalizaciones tengan mayor probabil-
idad de ser correctas.

En otro punto, el estudio de las reglas para leer expresiones matemáticas fue bas-
tante claro: No existe un conjunto de reglas establecido que permita verbalizar expresiones
matemáticas. Esto se debe, principalmente, a que la manera en la que se leen las expre-
siones es muy dependiente del lugar geográfico, del tiempo y del nivel de educación de las
personas. Si bien la semántica de cada expresión es única, la verbalización que la represen-
ta no lo es necesariamente. Pensar en definir ese conjunto de reglas y presentarlas como
un estandar es una utoṕıa prácticamente, por las razones anteriormente mencionadas. La
mejor manera para obtener las verbalizaciones de expresiones matemáticas, basado en
la experiencia del desarrollo de esta memoria, es asignar un template a la semántica de
los operadores, ya que la semántica no vaŕıa sin importar la sintaxis que se muestre. El
uso de templates es suficiente para realizar estas verbalizaciones, debido a que la lectura
de expresiones matemáticas no está influenciada por conjugaciones, tiempos, adjetivos, etc.

En la Web, la cantidad de páginas que contienen expresiones matemáticas no es
menor, en especial en sectores como educación y ciencia. Si cada una de esas expresiones
matemáticas, comúnmente como imágenes, estuviesen acompañadas con su codificación,
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sin importar mucho cuál fuese ésta, se podŕıan hacer accesibles grandes volúmenes de
información matemática siguiendo el mismo esquema presentado en esta memoria. Esta
misma idea dió como resultado una publicación [22] que permitió hacer accecible cerca del
60 % de las expresiones matemáticas de Wikipedia. Esta publicación viene a demostrar,
que siguiendo el mismo esquema de funcionamiento mostrado en esta memoria y en su
prototipo en particular, se pueden verbalizar grandes cantidad de fórmulas que ya están
en la Web, por lo que no hay necesidad de editar documentos que ya están disponibles
para que pueden ser verbalizados.

El objetivo presentado en un comienzo de esa memoria, el cual buscaba crear un
prototipo para hacer accesibles las expresiones matemáticas, que además fuera gratuito y
sin necesidad de instalación, se cumplió con la ayuda de WebAnywhere. Si bien es cierto,
aun falta mucho que mejorar, tanto por el lado de esta memoria como por el lado del screen
reader, se logró demostrar que es posible hacer accesible las expresiones matemáticas de
una manera lo más general posible, considerando la manera en las que las personas leen
las fórmuas matemáticas en un determinado lugar.
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8. Trabajo Futuro

Este trabajo puede ser considerado como el inicio de un gran proyecto, ya que a partir
de él pueden salir desaf́ıos muy interesantes. Un de ellos es mejorar el screen reader uti-
lizado en esta memoria, añadiéndole la posibilidad de controlar la velocidad, tono y timbre
de la voz. Una buena manera de comenzar seŕıa estudiando el uso de una recomendación
de la W3C llamada SSML26, la cual provee de un lenguaje para marcar pausas, velocidad,
tono, etc, del habla.

Otra arista interesante de abordar en el futuro es mejorar el estudio que se realizó sobre
las fórmulas matemáticas en la Web. Un estudio más acabado de las fórmulas ayudaŕıa no
sólo a saber cuáles son los operadores más utilizados, sino también permitiŕıa saber cuáles
son las áreas del conocimiento que más publican fórmulas. Además permitiŕıa saber cuál
es la manera más común de publicar expresiones matemáticas, de una manera cuantitativa
y se podŕıa proponer una serie de recomendaciones para publicar fórmulas de manera tal
que la accesibilidad se vea garantizada.

Un punto importante que se puede abordar en un futuro es realizar evaluaciones con
personas con problemas visuales. Seŕıa muy interesante acotar el rango de fórmulas que
se pueden verbalizar a aquellas inclúıdas en los programas de educación, para poder re-
alizar evaluaciones con niños como los de Coalivi. Una herramienta de estas caracteŕısticas
seŕıa útil en colegios, para realizar la prueba SIMCE e incluso para tomar la PSU. Si se
pudiera completar esto, se podŕıa avanzar a un nivel más alto e intentar hacer accesible
los contenidos matemáticos de carreras universitarias, de manera tal que personas con
problemas visuales y de escasos recursos tengan la opción de estudiar carreras cercanas a
las matemáticas.

26Speech Synthesis Markup Language (SSML) Version 1.0, http://www.w3.org/TR/

speech-synthesis/
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